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, Colloquium'Representaties van de draaiingsgroep en de Lorentzgroep

I, Representaties van eindige groepen

A,B, Paalman-de Miranda

Onder een representatie van een groep G verstaan we een homomorfe af-
beelding M van G op een multiplicatieve groep van niet-singuliere nx n-

matrices, Dus een afbeelding M van G met de- eigenschap

M(g dM(g,) = M(g,g,) en M(gl"l) =[M(g1)]_1.

Het getal n heet de grasad van de representatie. We zullen ons beper~

ken tot matrices waarvan de elementen complexe getallen zijn.

Als S een niet-singuliere n x n-matrix is, dan kunnen we uit een repre-~

sentatie M een nieuwe répresentatie SnlMS maken, gedefinieerd door
-1 -1
S "MS : g-=8 "M(g)S ge G,

Dat dit weer een representatie is volgt uit

-1 -1 -1, -1
s M(g,)s ST M(g,)S = ST M(g,) M(g,)S = 5T M(g,g,)S.

Twee representéties M1 en M2 heten equivalent als er een S is met
-1
= ie: n °
M1 S MZS° Notatie Ml M2
Een representatie M heet unitair als iedere matrix M(g) unitair is,
+ -
dus als M(g) = M(g) 1 voor alle ge G, (A+ is de complex geconjugeerde

van de getransponeerde matrix van A.)

Stelling 1., Iedere representatie van een eindige groep is equivalent

met een unitaire representatie.
Bewijs. Zij M een representatie van G.

Stel H= »_ M (g) M(g,).
gjeG J J
Dan is H positief definiet hermitisch, daar iedere term het is en H

is dus te schrijven als T+T met T triangulair, T is niet singulier,



-

daar H niet singulier is. Verder geldt M (g) HM(g) = H, geG.

Immers M+(g)°{ > M*(g )..M(gJ)} M(g) = Z Mm(g.jg) M(g.g8) =
' g;eG 7 g€ G ’

3 M*(gﬁ M(g,) = H.
gjeG J

De representatié '1‘1\/li‘ll‘m1 is unitair, daar

(T MDT HTT MDT™ = TN (@DTT MT L =

=0 o+t o an i oo s
et meT?t = vVt = vt 2 1

Zigjn M1 en M2 2 representaties van de graad n en m, dan verstaan we

onder de directe som M1+M2 de representatie van de graad n+m gegeven
door

M, +M, (g) = 'Ml(g) 0

0 . Mz(g) o

Een representatie heeft reducibel als z2ij equivalent is met een directe
som van representaties van lagere graad, dus als M(G) als groep van

~lineaire transformaties van een n-dimensionale lineaire ruimte L twee

echte invariante deelruimten I} en L2 bezit met L = L% + Lz.
n n n n n

Een representatie heet halfreducibel als zij equivalent is met een re-

presentatie M van de vorm
M(g) = Ml(g) A(g) , waarbij
o M, (g)
Ml(g) , A(g), Mz(g) respectieveli jk kX k, k X (n~k) en (n-k) % (n-k) ma-

trices zijn voor alle geG. O<k<n,

Dus als M(G) een echte invariante deelruimte bezit,

Stelling 2. Elke half=reducibele representatie van een eindige groep .

is reducibel.,



mam

Bewijs. Stel M(g) = Ml(g)) Ag)

0 mz(g) .

Dan is er volgens st.l een triangulaire T met T M(g)’x‘m1 unitair. Daar

T en fo unitair zijn, heeft ook ﬁ(g) =7 1‘Il(g)”‘ll"m1 dezelfde blokvommn.
M () A
g g
f{(g) = " ~ en
0 M, (g)
W (@ e Ae™h
o e, Ad
e ™ =[fi@]™ -[Me@] = T ° ). :
Ag) Mz(g> 0 M,(e ™)

~n 4 N ~
Hieruit volgt A(g) = O =% A(g) = O =3 M reducibel,
Dus ook M reducibel.

Een representatie M heet irreducibel als zij niet half reducibel is,
dus als M(G) geen echte invariante deelruimten heeft. Jedere reducibe~
le representatie van een eindige groep is equivalent met de directe

som van een aantal irreducibele representaties,

Voorheeld, Zij G een eindige groep van de orde n met elementen
g1“¢°,,gno Stel gigk = gk(i)o Dan is de afbeelding M gedefinieerd door

M(gk) = (m;{ ) met m,k, =d

j 15 = %4,k 15d=1p0..,m

een representatie van G van de graad n,

M heet de reguliere representatie van G. Het spoor van de; matrix

_ kK —ngk,-e
k

Stelling 3, Z2ijn Mi en Mz irreducibele representaties van een groep G
met graden m en n, en is er eonm mxn matrix S z6 dat Ml(g}S = 8 Mz(g)
voor alle ge G dan is of S kwadratisch en inverteerbaar (dus Mlm Mz)
of S =0,



-~

]

Bewijs. Zij Lno de deelruimte van Ln met Sx O;&x:elh?. Dan is Ln0

een invariante deelruimte voor MZ(GD en dus

ol
]
b
Q
~h
ol
]

0,

Als L ° =1L dan S = O,
n n
Als Lm0 = 0, dan is S één-éénduidig.
Verder is S Ln een invariante deelruimte voor Ml(G),dus ] Ln = Lh en S

inverteerbaer,

Stelling 4 (lemmas van Schur). Als een n X n-matrix S verwisselbaar is
‘met alle matrices van een irreducibele representatie van de graad n,

dan S = A1,
Bewijs. Zij A een eigenwaarde van S, dan (SmrXI)M(g) =

S M(g) ~ ANIM(g) = M(g)S - M(g)A I = M(g)(S-AI).
Daar S- A1 niet inverteerbaar is, volgt uit stelling 3 dat S = A I,
Gevolg: ledere irreducibele representatie van een abelse groep is van
de graad 1. '

Zij F(G) de verzameling van alle complexe functies op G. Deze functies
vormen een n-dimensionale lineaire ruimte als n de orde is van G,

Voer in F(G) een metriek in door te definisren
1 P
@y == 2. ¢@ y@.
ge G

Dan geldt
Stelling 5. Zij M een irreducibele unitaire representatie van G van de
graad m, Dan vormen de mz groep functies Mij(g> een orthogonaal stel~

sel.

Bewijs, Zij S Ej M(g) C M(gml) met € een willekeurige mum matrix,

Dan is M(g*)s

]

g -

T mg¥oe ug™y = L Mg'ic mgs-lg") = s Mg,
g g'

Uit st.4 volgt dan

S M(g) € Mg SR

g
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Dus ) 2 M, (e, M, (e )-XJ
g 1l,J

Kies nu voor C een matrix met clj =1als 1 =« ,j=03, anders O,

Dan

> ; 2,1 —
%Mm(g) Mﬁk(g ) = XCJik =

z Z M, (8 M ZX -s-}z o (&) = mA =N, = 23

-1 o=
Dus ZMm(g) @k(g ) = gmm(g‘) Mkp(gD = E%(&Jik"

M) = & J
(Mm”ngs) - m‘):x(ﬁ ik°
Stelling 6, Als Ml en N[2 twee niet equivalente unitaire representaties
zijn, dan (}!\/Il‘jﬁw2 } =

Bewijs. Zij S : ZM'(g) ¢ Mz(g ) met C willekeurige mx n matrix,
Dan is Ml(g*)s = Mz(g*) dus 8 = O,

Kies nu voor C een matrix met CIJ 1als 1=« j =@ , anders O, Didn

- M @ ¢ W (g™l = WI cg>xvr2(“1>=o.
il k

g 13 J pk

Dus (M;;&},Nip) = O,

Is M een representatie van &, dan wordt met het karakter X van M be-
- doeld de grogp functie gedefinieerd ddor }f(g) = Z Mii {g) = spoor
van de matrix M(g). i=1
Eigenschappen:
10., Equivalente representaties hebben dezelfde karakters, daar spoor A=
spoor BGE"ABo
20, Als g'l en g, tot dezelfde klasge wan G behoren, d.w.z, g1=a gzanl,
dan ¥ (g,) = }l(gz%
Immers

y(glb = spocr.ifg,) = spoor M(ag;zaal} = Spoor M(a)M(gz)M(a)“]':

= spoor M(g,) = ){ (g,).



y(e) = graad van M,

40o Als M en M' 2 niet-gquivalente irreducibele unitaire representa-
ties zijn met karak"&,ers}l en % ', dan is ()( ,} 'y =0,

Immers

M, (g) M. (g) = 0@2 E M, (e) M (g) ~0$§X<g> ¥ (=0,
ij Mkl
g

57, Als M een irreducibele unitaire representatie is, dan is (X,%)=l.

??ZM @ M @ =2d J =2 T T u @ i @ -
g ik '

1}

n P m of

T4 iNleiw-

i,k

(2

Zij nu G een groep met orde n en stel datfﬁ(l) F( )
irreducibele

stel cnderling inequivalente unitaire/representaties is met karakters

A AL

Stelling 7. Is de representatie M equivalent met de directe som van de

so00 €en volledig

irreducibele r@prpsent&*les M1+M2+.aa en is m1 het aantal k met
Mkm F(ﬂp da,nm = (% %(1)

g @ (@
Bewijs. Het is duidelijk dat ¥ =) + )’

(1)
+oos = 2; mi% o

Dus

Ly yolle-27 Toyelie - Z nd, ;-

ge& ge G i

Gevolg 1. De spiitsing van M in irreducibele bestanddelen is éénduidig

op equivalentie na,

Gevolg 2, Nodig en veldoende voor de equivalentie van de representa-~

ties M en M1 is de gelijkheid van de k&rakters 1nix Gn hangt alleen
van}[ enx(l) af) .,

Stelling 8, De reguliere representatie R bevat elke

keer. (n, is de graad van Py en zi'niz = n,
- !

p(d

precies ni
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B
Bewijs. Uit stelling 7 volgt m, = (X'I,le

22 LR )P -
ngéG)(g}[ ¢

X @) (e) = n, .

+ooo0

Dus R~ nILP (L) * :nzﬁ'ﬂ &

(1)+n,°)o=%> n=n 2 + n 2+.,°

graad R = graad (an 1 9

I.h.b. volgt hieruit dat er slechts eindig veel irreducibele represen-
taties zijn, '

Gevolg 1. Zijn de verschillende irreducibele representa-

(1)
r ik

o006y

ties dan vormen de n groep functies een volledig orthogonaal stel-

sel,

Gevolg 2., Nodig en voldoende voor irreducibiliteit van een representa-

tie is (f, L) = 1,

Immers (X,]l) =% ZX(g) %(gf) = % Z Y m, mk%'](g))( (g) =
g

g Jyk

=Zm2,1@m,=1pm=o kK £ i,
% k i k

Daar X(gl) :X (gz) als gl en gz in dezelfde klasse liggen 1SX con~-
stant op de klassen Clgaoovck,
Zij }((CV) de waarde die % (g) voor alle ge CM heeft en stel kv het
aantal elementen van de klasse Cy.

Dan geldt

= ?ﬁ(g))ﬁ(g) -J, =1 ka){ © ))U(c) =7,

Stelling. Het aantal verschillende inequivalente irreducibele re-
presentaties van een eindige groep G is gelijk aan het aantal klas-

sen van geconjugeerde elementen in G,

Bewijs. Zij f een willekeurige klasse functie, d.w.z, f(h-lgh)=f(g),

g,h € G, Daar de P(,;i) een volledig orthogonaal stelsel vormen is
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=1

; f(g) = gk @ijkf‘ik(g) = %k @ijkpik(h gh) =
g %K 5 e P 3gh” »r' ® 1, @)
%_ £(g) = ni(g) ~Z gk % ji iﬁ (g)ZPpk(h)F () =
u% gk EEY P ‘*P ;Z ;;Zi; Cui T PP ® o =
& ;‘fi' Cikkxi(g).

De karakters Xi, i=l,.00,h vormen dus een volledig orthogonaal stel-

sel in de k-dimensionale ruimte van de klasse functies., .Dus k=h,



II. Representaties van de draaiingsgroep

B.R. Damsté

I1.1. Inleiding tot oneindige groepen

Onder een representatie van een topologische groep G verstaan we
een continue homomorfe afbeelding van G op een multiplicatieve groep
van niet-singuliere lineaire operatoren, die werken op een Euclidische
ruimte of een separabele Hilbert ruimte.

We gaan éerst na in hoeverre de theorie, zoals die voor represen-
taties van eindige groepen is gegeven, is uit te breiden tot represen-
~taties van oneindige groepen. ‘

In het vorige hoofdstuk is veel gebruik gemaakt van het gemiddel~-
de JA(f) over de groep G van een op.de .groepSelementen g€ G gedefinieer-

de functie'f(g). Dus

1
1.1) , PpE) == E f(g)
: n
_ geG
waarin n de orde van G voorstelt.
We kunnen deze functionaal karakteriseren door de volgende eigenschap-

pen:

[ 1° £(g) > 0 voor alle gé& G = wW(£) > 0.
2° f(g)=1 op G=> Wu(f) = 1.
(1'2)4 3° De functionaal is invariant t.o,v. translatie, d.w.z.: zij h

een willekeurig gekozen vast element van G, We defini&ren

%" £(en). Dan 1s p () = m(D).

. voor ge G: fl(g)

Voor discrete oneindige. groepen kunnen we proberen een oneindige som
te defini&ren die aan (1.2) voldoet, voor de groep van gehele getallen

bi jvoorbeeld

, k
1
ko n=-k

Voor een continue groep zullen we een integraal moeten vinden, b.v.

voor de draaiingsgroep in het platte vlak:

2% .
1
(E) ="§7‘=!} £(p)dep .
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De bewijzen uit hfdst.l zullen dan slleen geldig biijven voor die

functies f waarvoor de som resp. integraal convergeert,

Ad stelling 1 (pag.l): Het bewijs loopt precies zo als we H definisren

in overcenstemming met (1.1), dus als

1 z T
H = = ¥ (g’)M(g) a
n . J J
gje@r

Dan hebben we voor een element van de matrix H:

(1.3) | Ho =i;«( > W Mkri)

kemn
waarin m de graad van de representatie voorstelt. Zo krijgen we

k4
Stelling 1 . Een representatie M van een oneindige groep is aequiva-
lent met een unitaire representatie als de functionaal (1.3) voor

alle q,r€m zin heeft,

Ad stelling 2 (pag.2): Het bewijs berust op stelling 1, en een aequi-

valente stelling geidt-dus met de beperking van stelling l*.

Zo is bijvoorbeeld de representatie van de optelgroep van gehele ge- -
tallen 1 n)
| ‘ 1\0 1
niet reducibel,

Ad stelling 2 (pag.3): Dsze geldt ook voor omeindige groepen

Ad stelling 4 (pag.4): Het lemma van Schur geldt ook voor oneindige

groepen.,

Ad stelling 5 (pzg.4): Het inwendig product kunnen we aangeven als:

((99 y’) = l‘“‘<¢{i;> ‘s
Stelling 5 geldt den als de matrixelementen zodanig zijn dat

MM, Mkp) zin heeft,

Ad stelling 6(pag.3): Een analoge opmerking als voor stelling 5 geldt

ook hier,

Ad stelling 7 (pzg.6): Na he% voorgsande zijn de hier geldende be-.

perkingen duideli jk.
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Voor eindige groepen geldt dat we iedere functie f£(g) kunnen schrijven
als lineaire combinatie van matrixelementen van de op de canonische

vorm gebrachte reguliere representatie (pag.7. Gevolg 1).

Voor compacte topologische groepen geldt het volgende aequivalent, dat
we niet bewijzen (de groep van draaiingen om een vast punt in R3 is
zo'n groep).

Stelling I1.1. (Peter-Weyl):

Zij G een compacte topologische groep met aftelbare basis. Dan vormen
de matrixelementen van alle irreducibele unitaire representaties samen
~ een volledige orthogonale basis in de L2 van op G gedefinieerde func-

ties f(g).

Voor de draaiingsgroep hebben we nog de volgende

Stelling 1I1.2. Zij T(g) een unitaire representatie van de draaiings-

groep G in een separabele Hilbert ruimte R, Dan zijn er onderling or-
thogonale eindig dimensionale deelruimten R
R = Rle RZQ oo

T(g) Ris Ri voor alle g€G (i=1,2,...)

iC R zodanig dat

T(g) is in Ri irreducibel (i=1,2,...).

I1.2. Draaiingen om een vast punt. . in het platte vlak

Deze vormen een oneindige Abelse groep.

Uit het lemma van Schur volgt dan (vergl. pag.4) dat iedere represen~
tatie de graad 1 heeft. Het karakter van de representatie wordt dus
gegéven door de getalwaarden van de aan iedere rotatie toegevoegde
operator. Zijn ¢ en ¥ hoeken waarover gedraaid wordt, dan is dus,

wegens T(PITW) = T(p+Y¥),
Y@ L) = pCerw).
We differenti&ren naar Y en zetten daarna Y= 0.

L@ Yo =1 @.
Dus Y (@) = exp(¢ L' (0)).
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Nﬁ noemen we )
m det i .)L“ (0)

de index van de representatie.

We schrijven dan

(2.1) K =T

Representaties met verschillende indices zijn niet aequivalent,
Opdat de representatie éénwaardig is, moet kénnelijk m eéh geheel
getal zijn. Alle &éénwasrdige irreducibele unitaire representaties

worden dus gegeven door

(2.2) @ = m=0,11,42,...).

Stelling Il.1 zegt dan dat het stelsel (2.2) een volledige ortho-

gonale basis {V((ﬂ)} vormt in de L2 van op [0,27!‘.’] gedefiniecerde
2

functies, Iedere fel” iz dus te schrijven als een Fourier reeks:

%)
P = D> i) v

k==-co :
waarin 2%
AEW = [ @) yipag .
0

II.3. Draasiingen om sen vast punt in R3

I7.3.1. De bij een draziing behorende matrix. Geconjugeerde draai-

ingen.

Beschouw twee vectoren ¥ en -37 in R3., Door de rotati*e g gaan ze over
in resp. g%':' en g?;. De drsaiing verandert noch hun lengte, noch de
~stand die ze t.o0.v, elksar innemen, Het inwendig product is dus in-

~varisat, d.w.z, (g%; ?}) = (2,y), dus

7Ry, =Y. g . XEg Yy
T 171 ik 1k R)%im ' m



=d
Dus Z;, BixBim = “xm
of
T
(3.1) gg=1,

Een matrix g waarvoor dit geldt heet orthogonaal.

Uit (3.1) volgt

Verder: (Det g)2 =1,

Dus Det g = + 1.

Aangezien de draaiing over een hoek O om de z-as de determinant 1
heeft en de determinant een continue functie van de draaiing is (dit
ziet men bijvoorbeeld aan de parametervoorstelling van Euler, zie
verder) is het duidelijk dat alle draaiingen een matrix met determi=-.
nant 1 hebben. Omgekeerd stellen. in de reéle R3 alle unitaire matri-

ces met det.+l draaiingen voor. Transformaties met determinant -1

zijn geen echte draaiingen. -

i -
We stellen een draaiing nu voor door C,{X) waarin kK een eenheids-
’ v k
vector voorstelt langs de draaiingsas, en o« de hoek waarover ge~

draaid wordt (Os«s%), Laat g een willekeurige andere draaiing zijn,
die de eenheidsvectoren transformeert volgens égi ='3;'
Als nu '

def -],

= o

qﬁ («1) gqﬁ( g
1

dan zigjn CK (Nl) en qt(d) geconjugeerde draaiingen. Was de matrix

van Qﬁcx) id de basis Z& gegeven als (aij) dan vinden we:

>t
Cﬁlﬁ&l)ej

. Y
gai.{(u)g e

P
gC;ﬁ(G()eJ
i
"2t
o

Dus Cﬁ-oul) heeft in de basis'gi' dezelfde matrix als C,(et) in de
1

k

i

it



=] G-

basis gi" Dan moet o =0, terwijl k, in de;basis '5; dezelfde codrdi-

i 1
- T

naten moet hebben als k in de basis 31,,

Wegens 3; = g:gj moet dus ook

e e
k

We vinden dus:

gy (g™t = Cgi’(’(ﬁ() .

I1.3.2. Parametervocrstellingen van draaiingen

We kennen al de voorstelling Cﬁ(«) . Verder hebben we nog nodig:

. ) ) : 3
A: ledere drasiing van R, kan worden voorgesteld door een vector f ’

3
iy

gelegen langs de draaiingsas. Daarbij is de richting van%‘ zoda-
nig dat voor de hoek ¢ waarcover gedraaid wordt geldt: OspsT,

@
Voor de lengte van f geldt:! ?(: P.
' Zo is dus iedere draaiing voor te stellen als een punt van de

2 2 2
massieve bol 2 +§ +F & ® , waarbij diametraal tegenover

‘ v 1 2 3 =
elkaar op het oppervlak van de bol gelegen punten dezelfde draai-
-
ing voorstellen. Notztie: g = g(?), Voor de representatie T(g)
ady

schri jven we dan ook T(%) .

B: de parametervoorstelling van Euler,

Laat het xyz stelsel door de draaiing g overgaan in ;n’g

w
De snijlijn k van het ?‘q vliak met het xy vlak noemen we de Kknoop~

lijn.



=15

We draaien eerst om de z-as over
een hoek P, xyz ~»x'y'z', Wwaarin
z'=z, De bijbehorende matrix is

cos ¢, ~sin ?1 o
sin ?4 cos @ 1 o
o o 1

Vervolgens draaien we om de x-as
B

"__1 1

over een hoek 9: x'y'z' - xy z' .

De bijbehorende matrix is

1 . 0 0]
(0] cOoS © -gin
0 - sin® cos 6/

Tenslotte draaien we om de z-as

over een hoek (p-zz
X"y”z"""» ?'Qg.
De bijbehorende matrix is

cos (pz -sin 422 0

sin P, cos %5 0

o 0 1

Voor de draaiing g vinden we dan de matrix

g(‘?l oeo(PZ) = glnge g¢19

of

(3.2) g(?lae 9(P2> =

’ —ai gy [ _ . | . .
cos qalcos <p2 sin (pls:m (pzcos @1 sin (plcos cpz cos cp151n fpzcose\,sz.n <p251n
cos lplsnl (p2+srn galcos (pzcos e 1= sin sals‘in fp2+cos q’lcos 902cosermos ?zs:m

sin cplsin-e ) " cos (plsin ) ), €os ©
{ \

\
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Uit de constructie zien we dat we kunnen volstaan met
g£2r, 0O¢ ({724_2'"{'»9 0L Qs ,
Voor €=0 of &= zijn meerdere schrijfwijzen voor g mogelijk:

g9, =, 0,9,+%)

fl

g(p,,0,9,)

g(¢1 9759?2) = g«Pl“'“?ﬁa ?2"‘“) -

11.3.3. De functionaal M(E) voor de dtaaiingsgrogp;.

f((plve,,goz) stelt een éénwaardige furictie voor, gedefinieerd op de ele-
menten van de draaiingégrﬁoep.- We beweren dat de functionaal

2% :
(3.3) ey 98 J’?— fzn fw | t6,,0,¢)sin 0 dp_ do dg,
8®" 0 o0 O ‘ - :
voldoet aan de eisen. (1.2).
(We schrijven ook: M(E) = j’f(g)dg). 7
Dat /L(f) veldoet aan de onder le en 2? genoemde eisen is duideli jk.
Wat de onder-Se genocemde eis betreft: We merken op dat de rechter

kolom van (3.2) juist de cobrdinaten van¥ geeft in het xyz stelsel,

d.w.z,
o 51n.?2 sin ©
(gij) o = -cos ¢, sin © .
1 cos ©

Deze zijn onafhankelijk van cpl,
We kunnen dus @2 - %wen © opvatten als bolcoordinaten op de eenheids-
bol. Dan is het duidelijk dat, als de¢ het elementaire oppervlak op

-die bol voorstelt,
) j"’ 2% ™ 2T
(x) f (g, .9,¢ )do':/f £(p,,9",¢,)de .
, 0O 0 1 2 0 0 1 2

Wegens de pericdiciteit van £ als functie van ?1 geldt dan ook
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- 2% K 2% ' : 2w7 T IZW' ) ' :
(g- ®) j; ({ { f(fpl,,e',?z)dvldc":{) { [o f(‘}’ipe'pfpé)d‘ﬂlflr.

Uit (#) en (3 %) samen volgt dan juist de 3° voorwaarde van (1.2).

IY.3.4. Voorbeeld van een representatie van de graadtz: de unimodu-

laire groep

2 2 2
Beschouw de bol x +y +z°= }. Dan cor-
respondeert met het punt P(x,y,z) op
de bol, door stereografische projectie
vanuit de noordpool N op het raakvlak

aan de zuidpool, het punt (?,71) met

?: ;%; by M = ;%E . We rekenen verder

def . . _ x+iy .2 .2 4 2 Lo R4z
met g' = ? +Hn =15 Uit x“+y° = %£-z2° volgt ook: g = iy
Het is duidelijk dat een rotatie van de bol over een hoek om de z-as

in het § vlak de transformatie

(3.4) =g

ten gevolge heeft.

Een analoge beschouwing geldt voor een draaiing over een hoek © van de

bol om zijn x-as. Namelijk: in het complexe & vlak, waarvoor geldt

correspondeert met deze draaiing de transformatie

(3.5) W =we® .

Enig gereken geeft de relaties

wti 1
(3.6) @i
w'4i

=



Lo&sen we uit (3.6) w en w 'op, den geeft dit semen met (3.5), na
enig gereken

© 9
§cos§+ i sin 3

(307) Y ' = 2 s °
: : 1§ sin g + cos.g

We hebben dus corresponderende met-gen draniing om de z-as over. de
hoek ¢ de transformatie (3.4), die ook te schrijven is als

. i% :
(3.8) g' ::K-—-—-

e, :
ai% ’
e :

terwijl we voor een draaiing om de x~as over een hoek © de correspon-

derende transformatie (3.7) vihden, Beide zijn van de vorm

(3.9) : j‘ =;%?{%

welke gebroken linesire transformatie gehsel bepasld is door de ma=-

trices

e (58) w (5 5)

met determinant 1.

Men ziet gemakkelijk in dat het product van twee transformaties van
het type (3.9) weer een dergeli jke transformatie’is, waarvan de ma= .
trix gelijk is aan het product van de bij de samenstellende trans-
formaties behorende matrices. ‘

Met een rotatie g, waarvan de Eulerse parameters zijn<y1,9,¢2, COor=

respondeert dan het matrixproduct

, fe e
e 2 0 cos g 1ua$n<§r e 2 {s)
i?z 1
, T2\ g @ e 6 o 2
0 e ’ } sin 5 «z':os\2 4] e
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zoals men ziet uit {3.7) en (3.8).

‘Dus . +9 P9
e ' , 2] _§ 2 "1
cos 3 exp;({i 22- l) i sin 3 exp(iﬁ-%z—-—-)
(3.11) T = ¢~ ° R T \VER
i sin 5 exp ~i < cOos 3 exp {~1i 5

Dit is een unitaire 2X 2 matrix met determinant 1, omdat alle Ffacto-

ren in het matrixproduct deze eigenschappen hebben.

Omgekeerd correspondeert met iedere unitaire,Z:&Zlmaxrix met deter-
minant 1 een draaiing.

Een dergelijke matrix moet nl. de vorm

« p
(58

2
hebben, waarin fdl2+’p! =1.
Vergelijken we deze met (3.11) dan zien we dat de matrix (3.12) cor-
respondeert met een draaiing waarvan de Bulerse parameters zijn ge-

karakteriseerd door:

cos g =|al
sin % = | Pl
?1+¢2
= ol
5 arg
(92~?1+7C
—WE—~*— = arg ﬁ o

We zagen dat we de met (3.9) corresponderende matrix'Op'twee manieren
konden schrijven (3.10). Met iedere. draasiing corresponderen dus twee

unitaire 2 X2 matrices met determinant +1., Dit is ook duidelijk:

Beschouw de roctatie over een hoek ¢ om de z-as. De hiermee correspon- -

derende matrices zijn
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Want bij continue drasiing van @=0 tot =27 blijkt dat er twee een-

0
o +1 /°

Deze representatie is dus essentieel tweewaardig.

heidsmatrices zijn:

1
wordt afgebeeld op het oppervliak van de vierdimensionale bol
ai + ag + bi + b: = 1. Hierbij wordt een rotatie afgebeeld op twee

punten op de bol, die t.,o.v. de oorsprong gespiegeld liggen.

Als we zetten o= a +ib29 {3: b1+ib2, zien we dat de draaiingsgroep

11.3.5. Infinitesimale draaiingen en de ermee corresponderende matrices

In het volgende stelt T een unitaire representatie van de draaiings-

groep voor, We nemen de parametervoorstelling A uit II.3,2 (pag.l14).
=
(@ = T(§;,5,:55) = TG) met |§ |em.

s
Dan kan bewezen worden dat T(%) een differentieerbare functie is van
?19§2 en ?sc (Zie het artikel van I.M, Gel'fand en Z.Ya Shapiro (A.M.S.
Translations Series 2, vol.2) appendix § 2 (p.235} of: M.A, Naimark:

Les représentations du groupe de Lorentz, Ch.2, 8 2.1).

Aangezien T(0,0,0) = I hebben we de volgende Taylorontwikkeling:
(3.13) T(?lﬁ§2g%3) = I + Al?l + A2§2 + A3§3 + hogere ordetermen,

met A def 3T

k s?l;’ 9 (k=19293)u

5= 0

De matrix A1 kunnen we sls volgt interpreteren:
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T(;igoﬂo> =1+A% +...

De matrix die is toegevoegd aan een kleine draaiing'§1 om de x-as is
dus op hogere ordetermen na bepaald door Al'

Analoog voor ?29 y-8s, A,

en 33, z-a3, A, .

We hebben nu .de volgende

Stelling 1I.3. Zijn de matrices Ak (k=1,2,3) gegeven, dan ligt voor

-9
iedere draaiing g(%) de matrix T(?)-vast. (M.a.w.: de matrices Ak be~

palen de representatie T(g) volledig).

e
Bewijs: Neem een willekeurige vector f # 0 en beschouw twee rotaties

g(ﬁg) en g(ég) (t en s redel) . Dan geldt
- <> ->
g((t+s)f) = g(tflg(sh ..

Dus ook

oy > -+
T((t+s)§) = T(EFIT(s§).
We differenti&ren nu beide zijden naar.s en stellen dan s=0
d . d .., 2T l
(3.14) 45 TP = TP F TGP | 4 -
~ Verder is volgens (3.13)
T(s§) =1 + s ;i& Ai%i + v

dus

kz: Ai?i °

I.

d v
ds T(S?)is=o :

Bovendien hebben we T(0)

Samen met (3.14) levert dit

é% T(é?) = T(t?)§i<Ai?i

T(O) = I,
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De oplossing is

T(t?) = eXp(tZAi %i)a

Hieruit volgt

S A S,
(3.15) T(§) = e 151

waarmee het gestelde is bewezen.

Toepassing: Uit formule 2.1 zien we dat voor een representatie met
index m van de groep van draaiingen in het platte vlak geldt:

A= -im, T@) = ey

We gaan nu relaties tussen de matrices Ai afleiden. Daartoe beschouwen
B
we een rotatie goﬁq), waarvan we de matrix g, noemen.,
Verder nemen we een willekeurige rotatie g. Dan volgt uit I1.3.1 (pag.l3-
14 ):

Als q door de rotatie g overgaat in

3 <>
n =87
gaat de matrix go over in
N =1
g, © g 8,
5 5
. . ) L,
die bij v hoort, (D.w.z, g, = g0¢q>).

Voor de represeniatie T geldt dan:
o B =1
(3.16) T(g) = T(g) T(g IT(g 7).

Is nu g, (en daarmee go) een kleine draaiing, dan geldt volgens (3.13)

T(g’o) 1+ Ay e

T+ AT, + ..

RS
T(gé>
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Invullen hiervan in (3.16) geeft
TeF AR, ¢ b M@ s A+ OTE D,

Geli jkstellen ven de eerste orde termen links -en rechts levert (dit )
kunnen we doen omdat het in beide gevallen dezelfde draaiing betreft,

_echter in een ander codrdinatenstelsél)
(3.17) @Y A, T.( 1y =5 am
19, &L AN Te ) =2 4N,

. . iy * : .. . ‘ . . .
‘Deze relatie verandert niet als-we ™ enm iedFr met een zelfde getal
vermenigvuldigen; dus we hoeven nu de drasiingen niet meer klein. te
veronderstellen. '

Laat nu g een draaiing zijn om de x~as over een kleine hoek u7, d.wiz,

~p . L
g = g(«,0,0), en laat M de vector (0,1,0) zijn. Dan krijgen we . =
7= (0,1,

We hebben dus
[ T(g) = I + Ad + 0@?)
g™y =1 - A

2 AM, =4,

. .
RS LA M, = Ay o Ay

: 2
o + O
1 + O™y

(3.18). {

1]

Substitueren we (3.18) in (3.17) en stellen we. links en.rechts de

codfficienten van &« gelijk dan krijgen we

AlAZ - AZAl =.A3°

Door~cyelische"verwisseling,krijgen;we nog twee dergelijke relaties, =
We definiren de commutator van twee operatoren P en- Q:
def
[r.Q] = ra-qr.

Dan geldt
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(3.19) [.Ap,Aq] = Arr (p,a,r cyclische permutatie van 1,2,3).

We hebben hier nog niet geeist dat T(g) een unitaire representatie is:

o

(§,,0,0) T(%,,0,0) = I.
Dus volgens (3.13):
(1+§ Af+°.,)(1+§,A.+,.,) = I,
11 i1
De coéfficiént van ?1 in het linkerlid moet =0 zigjn:

(3.20) Al = -A,

en analoog voor A2 en ASJ

We definié&ren nu

(3.21) H, def A, (k=1,2,3),

Hk is dan hermitisch, en de verwisselingsrelaties (3,19) worden

(3.22) (AHp,Hq =1iH_ (p,q,r cyclische permutatie van 1,2,3).

> def“iéZHk |
Dit is een nodige voorwaarde opdat T(S) = e een unitaire re-
presentatie van de draaiingsgroep voorstelt. Later zal blijken dat de
voorwaarde ook voldoende is. We gaan nu proberen alle tripels van her-

mitische operatoren te vinden die san (3.22) voldoen.

I1.3.6. De eigenvectoren van H3° Irreducibele representaties wvan de

draaiingsgroep.

Stel dat we matrices H hebben gevonden die aan (3,22) voldoen. In
i

plaats van deze matrices beschouwen we verderAH+,H_ en HS’ die- als

volgt gedefinieerd zijn:

H+ = H1 + 1H2

(3.23) H =H - iH

1 2

,_H3 = H3
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Samen met (3.21) levert dit voor de»Ai:

i i
= e e e
, Al .2 £4 2 2
’ 1 1
(3.24) A2 =35 H+ + 5 H_
A3 = = 1H3°

De verwisselingsrelaties voor H+, H en H3 zijn

(o8] = -8,
3.25) y[H_,m,]= =

[H+9ij = 25,
We hebben nu de velgende

Stelling 1I1.4, Zij f een eigenvector van H3 bij de eigenwaarde XN,‘

verder £
+

ol o
e o
b =]

Dan geldt: &£ £ =0

o
Of Hof = Q+1)E,
en Of f =0
of B f = (A-1)f_ .

[}

wijs: = = + H = s ) ~ .
Bewijs: H.f HH i:HSgH;jf + B Hf = Hf +\H £ (kfl)f+ .

.De bewering over £ wordt analoog bewezen,

H3 is hermitisch, de eigenwzarden zijn dus -regel, Laat j de grootste

van deze eigenwaarden zijn, fj een genormeerde,eigenVeetorwvan~H3 biF

de eigenwaarde j.

Dus Hf = jf, f.,£.) =1,
3 Iy ( J° J)

J
Als H,fj # 0, dan zetten we

Hf =dof _ met (£, ,f. =1, ®.®0,
=73 5F g meE (B ) ’ '
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Zo gaan we verder:

Hf, jo= 8 f p met (£, 0. ;) =1, & >0
H__f.jm2 = mngfj—S met (fj_39f3m3) =1, o, ,>0.

Stelling II.4 is dan

Hifiq = (J“l)fjwl

Hyt, o

L

(J=2)fj_z

De matrix H3 heeft maar eindig veel eigenwaarden, dus volgens de

stelling moet voor een zekere index k gelden

HE =0.

. We hebben nu dus een orthonormaal stelsel eigenvectoren van H_, gevon-

3
den zodanig dat

H3fm = mfm (m=j, Jj=l,...,K)

(3.26) ‘ P . def
wam dmfmml (=3, j=1,...,k) met &k =" 0,

|

Volgens stelling I1.4 moet, omdat j de grootste eigenwaarde van H3 is,
gelden
(3.27) Hf, =0,

We ki jken nu wat H+ doet met de andere vectoren fm:

e =imms =2[n,u Je, +mHE.
+ j=-1 “j + =73 uj +7 - J =+ 3

Met behulp van (3.25) en (3.27) vinden we hieruit:

.3..,3‘ _E;Qf

Blyer = o ERR BT

J

Defini&ren we PJ d@f %ﬁ dan hebben we
J
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J"‘l pa J°

Stel dat voor n=j=-1,j=2,..., m+l al is bewezen . - - . - -

3 Post E ) =Pra fn+1) .

Voor n=m vinden we dan

1
Hf = -HHE
o +m -ggm+1 + m+1 .

.n,,l__.; { [m,.0 ]+ H_H+} £

= Hyfper * o2 Bt
sy © Ut

241 4Py 0%y p
== . f °
ol m+1

) (-3
def 2 (m+1) i m+2 m-+2 v
We deflnléren nu pm+ 1 Y T X » €n. we hebben dus gevon- :

den dat uit de 1ndu@t1everondersteﬁ1ng volgt:

3 Pm+1 (H+fm = Pm+1fm+1) °

Voor de co&ffici&nten Fm geldt:

p j+1 def 0 (in overcenstemming met (3.27))
3.28
( ) . 2m+‘5m+_]_°‘m+l (=1, 41 Ke1)
Pm - O(m =3,J 9"'? .,..

We gaan o en B Dberekenen.
m m
Uit (3.23) volgt

Hfrs B .
+ P,
. Dus
(H+fm=-19fm) = (fmwl"wam)
of
Pt Eps ) = & m P17 g1 -
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Omdat fm en fmwl genormeerd zijn hebben we dus

(3.29) o =66m .

Samen met (3.28) levert dit

2 2
am4‘&m+l"2m°

Optelling van deze relaties voor de indices j,j=1,j-2,..,,m geeft

2 2 . . .
-mj+1 +-«nl-.23+2(3 1)+42(§~2)+. . .+2m
= (m+3) (G-m+l) .
Wegens (3.29) en (3.28) is dj+l = 0, dus
2 . .
(3.30) um = (Jj+m) (j=m+1).

We weten dat uk =0 (3.26),

Uit (3.30) komt voor m=k:
(j+k) (j=k+1) = 0.

Nu is k£j, dus j=k+1 >0,

Dus moet
(3.31) k==3,

Verder was j-k het aantal stappen dat we hebben gedaan om, door steeds
de operator H_ toe te passen, vaﬁ'fj‘te‘komen tot £, d.w.z.

fknu H_?Mkfj. Dus j=k is een geheel getal. Samen met (3.31) levert dit
“het resultast dat 2j geheel ig, dus j is een geheel of een "'half" ge-

tal.

ﬁet aantal gevonden vectcren fm is dan 2j+1. We beweren niet dat dit
alle eigenvectoren van H3 zijn. We hebben slechts, uitgaande van de
grootste eigenwaarde j, Zj+l eigenvectoren gevonden behorend bij de

eigenwaarden j,j=1,3-2,...,=3.

Laat nu T(g) een irreducibele representatie zijn van de draaiingsgroep,

werkend op de ruimte R, Dan is er geen deelruimte R, € R zodanig dat

1



-G

A R.E€ER

;R ER (1=1,2,3),

anders zou wegens (3.15) ook

T(g)ng-,Rl9 dus zou T(g) in R reducibel zijn,

- Voor de ruimte R2, opgespannen door

£

(3.32) fj”fj-l”fj-z’f"s,ﬁj

geldt echter

&
HR,&Ry, HRERy, HyR SR,

dus ook

A_R_ER_ - (i=1,2,3).

Uit de voorgaande beschouwing volgt dan dat

=
sz-Ro

We noemen de basis (3.32) de cpnonische basis voor R, het getal j

noemen we het gewicht van de representatie, Voor de vectorén van de

canonische basis gelden de relaties

HEf =4e f .
+ m m+1 m+1 . .
oy = (j+m) (j-m+1)
(3.33) Hf =& f )
= m m=1 - . N
m=3,J=1,3=2,¢00y=J .
Hf =mif .
3 m m

Voor de operatoren Ai vinden we uit (3.24) en (3.33):

— i 2 - - 2‘_ i j =
Alfm = -5 (J+m+1) (j=m) £ +1 5 V(J+m)(J m+1)fm;1
1 . . 1 .
3 = e = - el f o
(3.34) Azf 5 (j+m+1) (j=m) £ 1,+ 5 V(G+m) (5 m+1)fm_1
A3f = =imf

waarin m-=j,j=1,3-2,...,~3.



ﬂWe hebbet dus bewszen de-volgenie

- Stellirg I1.5. Iedere irreducibele unitaire representatie van de

draaiingsgroep is gedsfinieerd door een geheel of "half" getal j,

dat we het gpw ch* van de repreuenfarie noemen. De met infinitesi-
'“waimale draallngen correspcnderende transfarmatles Ai (1_1,293) dlevd¢ ~”
”fé.representatie bepalen volgens (3.15) WGrdenp in devcanéniséhétbasis 
%*uiigédfﬁkt;‘gedefinieerd door (3.31). De graad van‘de_fepreséntatie’
is dus 2341, o - - N T
. We hebben helemaal niet bewezen dat er dergélijké repreéeﬁfaties be?’ ’
'{ﬂfstaan We hebben alleen .noodzakelijke voorwaarden verkreéen. W¢l 'a

’}-tonen we aan

, : > BRI DR TED D PE LT
' Stelling IIQG. Als T(% een representatie is van de draaiingsgrdep;gf”

k’;gedeflnléerd door (% 15 , waarin dD aperatorbn A voldoen aan (3 31)

"»-dap ;s deze rﬂprecent ie 1rredu31bel

uBerJS Lazt R de rulm&e zija wazrop T(?U werkt., Stel

3R (R CR, H R gR s HR g._wl,, H3Rl,§,R ). In R1 heeft H3 een eigen-

, vector h, behorend bij de groo*ﬁte elgcnmﬂarde van H, in R‘, Dé2é1' e

3,‘1“'

.}1s te Gchrlgven als

(3.35) ‘ h = i \mfm .

. S|

 Volgens stelling Il.4 geldt dar:

I

Hh

T+
jz:. “m + p jz, m«m+1 m+1 =0
m=-j =J

" De vectorer fm zijn onafhankelijk, dus roet

o = =3, 5= ,3=2, ... ).
e L 0 (m=j,j-1,3-2, Peidj

" Voor m< j is o
m+

" Dus (3.35) wordt

. £ 0, dus mcet ¢ 0 veor < j.,
XL
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We.zien dus dat fjérRlb

Dan ook vmplgens veronderstelling:

H_fJ.eRl
2, .
IwI‘_fJ.e.R1
d.w.z, £, fJ 1, -2 ,,...,;,JI:’_J.E.R1°
. Dus Rl = R waarmee het gestelde is bewezern,

Tevens blijkt uit dit bewijs: , ' n

Stelling IXI.7: De ruimte R waarin een irreducibele unitaira repfesenr

tatie T(g) van de draaiingsgroep werkt bevat één en slechts eén vector

£ (op scalaire veelvouden na) zodanig dat H f = ,

Dit is namelijk de vector fj'

11.3. 7 Splitsing van een unlta;re representat;e in irreducibele delen -

Als een unitaire representatle T(E) op de ruimte R is gegeven, dan ken-

& afk (k:l,z,a),.dus.ook.H+,H_’en~H3‘ Het-sgglse;

Vectoren f f IR

déelruimte ROCZR op. Het orthogonale complemént R? ;van;Ro'is dan“ook

nen we ook A

“’faj spant, als TVredueibélvis;;een,invariante_‘

invariant t.o.v. de transformatles H yH_ en H In R' kuﬁnen:wgwdan»de. -
grootste eigenwaarde Jl van H zoeken en zo de rij vectoren

f f T -3 construeren, die samen: eenwwnmmteMR <R -opspannen.

1 pooey 1
, D:.% proces zetfen we voort tot R helemaal is: gesylitst. “We: kum’fenddus

concluderen:
L\ (0)
A
K
van de rotatiegroep zijn:gegeven, . . ) A_(1)_

Laat een unitaire representatie

‘Dan isg er een orthonormale basis | o :(2)
in R te v1nden’20dan}g dat de Ak=; ‘V B Tk';" T (3.36§
matrices Ak (k=1,2,3) nevenstaande : : e

vorm hebben, waarin de matrices o )
» (s)
AT
k

er als velgt ultzien (verg. - - - ) Tk

(3.34).. De nummering van rijen en
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kolommen van de matrices loopt van =jp tot jp)s

o 0= ===
=5 +1
Ip
&
-Jp+l 0 “,j +2
P
& 0.
X ce=J 2 ~
,»{3,37)‘5A{P) =-3 P ~
0 ®_j 41 0= ===
"oy w1 %5 +2
0 LT 0
: () _ 1 .
(3.38) A" =3 ﬂ
Qo o= cmoooeoeoo=eo- o
(O _______________
idp o 0o = om == e =0
0 i(§_~1) 0= === = = ===
p
3.39) A -
: o] o] 1(j =2) = = = = = = = -0
4
D=coo=== = === e =i(j =1) O
‘ Q- e === - - - 0

g j
JP
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waarin & = V/' +m) (j_-m+1).
- (Jp )(Jp )

Om de splitsing ook werkelijk uit te voeren beschouwen we eerst H+.

=0=f=c¢6cf. +c.f, + e, f. + o0,
1 3y 23, 33,

In het bijzonder geldt voor £, fj so.. dat H+fj =0, terwijl boven-

J .
dien Hf. = j.f . i 2 .

We gaan nu als volgt te werk:

L det {f]féRo Hf= o} )

Zoek in éfeen volledig orthonormaal gtelsel eigenvectoren van H3

Uitgaande van ieder van deze vectoren f construeren we de vectoren
H fjk, H_ 2f kpo.upH _kaak, die samen me% fJ ~het deed van de basis
leveren dat een invariante deelrulmte opspant,
Dus:

Gegeven een representatie. Deze is te-splitsen in irreduci-
bele representéties met zodanige gewichten j, dat erhsimultane.op—

lossingen zijn van

(3.40) H £ =0, Hf = jf.

De representatie met het gewicht j komt zo vaak voor als er lineair

onafhankeli jke oplossingen zijn van (3.40).

Als j een meervoudige eigenwaarde is kunnen we deze.lineair onafhan-
~kelijke oplossingen op vele manieren kiezen. De. ontbinding. iS‘dus niet

eenduldlg.

I11.3.8, Enkele voorbeelden: j=0, j= =, j=1 ,‘j’-

j=0: De representatie heeft de graad 1. Uit .de formules (3.37),
(3.38) en (3.39) zien we dat A Azw; Aé -‘Q.hDegrepresentatie,:
is dus volgens (3.15)

T‘(g) =



Y.

De unitaire representatie van de graad 2 is in I1.3.4 gegeven
(de unimodulaire groep). We vinden m.b.v. de in II1.3.4 gege-

ven Tﬁpl} en T(®) (zie pag.18) en de definitie van A (nl,

_ I ,
A ?=o)o

k

k 9}
k
. [0 1 10
A =1 A =i
172 \1 0/ "3%2\o-1) "

Dit geeft m.b.v. (3.19)

L [0 -1
Ay = [As”Alj =3 ( °

1 0

De matrix A3 heeft hier de vorm (3.39), Alfen A2 hebben echter
niet de vorm (3,38) resp. (3.40). Kennelijk is de gebruikte
basis niet de canonische basis, Dan zien we ook: Noemen we de .
eigenvectoren van Hy bij de eigenwaarden -4 en 3 resp.

e_%(l,O) en e%(Oyl) dan geldt:

it
i

H+e% ’ 0] H+em%_ i

~ey

He ;=0 He4 = -e
-} -4 3

o

maar‘-d% =1 (zie (3.33))

De juiste oplossing krijgen we door te nemen

£, = ie
3 %
f%= "“iﬁé%o
Door deze ¢otrdinatentransformatie gaan de matrices A, over in

i
resp.,:

V-G
CGOEDED
~COEC

=2 >2
it
fre = O
o
i
D=
i N
=0
o
\..../

it
DN e
TN
© »
b o
s

2o
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wat in overeenstemming is met (3.38), (3.39), (3.40), In de

canonische basis krijgt de matrix (3.11) de vorm

¢§+¢3 ~-i sin L exp (i Q2_¢1)
7 ) g eEPU T3

\CRE ot Py

-i gin 3 exp(@i 3 ) cos = exp(-i 5 )

&4 cos o exp(i
(3.41) 5 €D

2

De unitaire representatie van de graad 3 is de -toevoeging aan
iedere draaiing van zijn eigen matrix, want volgens II.3.1 is
dit een orthogonale matrix met determinant +1, en een orthogo-
nale matrix is in een complexe ruimte unitair,

H, heeft hier de vorm

3
0O -i O
i o o .
0

De eigenwaarden zijn dus -1,0,+1, Nemen we de bijbehorende-

eigenvectoren

[
1
Pt
I
/\ /‘\

dan is voldaan aan (3.33) (en uiteraard aan (3.34), zodat we
hier de canonische basis hebben,
Volgens (3.37), (3.38) en (3.39) hebben de matrices Ai in

deze basis uitgedrukt de vorm:

i<01o)
A, =--=1|1 0 1
1 \/5010
l(01o>
A= “=(-1 0 1
2 Valo-1 o
i 0 O
A, = 0O 0 O .
0 O -i
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Men verifieert dan gemakkelijk dat de relaties (3.34) nu ook

in de nieuwe basis geldig zijn.

Uit (3.15) en (3.39) zien we, dat voor een representatie met
gewicht j geldt, dat de matrix behorende bij een draaiing over

een hoek @-om‘de z=as in de canonische basis de vorm heeft

it 0O
G
~N

: N
(3.42) N

N

O Somidp

Voor het speciale geval j=1 vinden we hiervoor

fo o
T(0,0,) =| 0 1 o0
o o ¥

I11.3.9. Bolfuncties

We gaan nu voor iedere gehele j2 O een irreducibele unitaire

representatie met gewicht j van de draaiingsgroep construeren.

e

> -, -
Beschouw de rotatie 5 die x ¢ R, transformeert in x’! dus ;' = glx.

3
We bekijken functies f(%) = f(xl,xz,xs), en we definiéren

(3.43) T(gl)f(i) def f(gl“’l?é)°

We gebruiken hiervoor ook de notatie T(gl)fCE) = fl(§). Dan geldt

- -1 -1 =1+
T(g)T(g V() = T(g)E, () = £, (g, %) = (g, g, X =

T(gye, ) E(H) .

Blijkbaar is T(g) dus een representatie van de draaiingsgroep.- Nu
beschouwen we de Hilbertruimte R van functies gedefinieerd op de

eenheidsbol (dus f(%) = £(0,9)) waarvoor het inwendig product



-3 =

T 2% .
(fl,fz) def g( j{ fl(e¢¢)fz(9,¢) sin © dO© d¢ bestaat, Dan is

(T(g)£, ,T(g)E,) = (f;,£,)  (verg. () pag.16),

dus T is op R een unitaire representatie,.
We zoeken nu de operatoren op R die corresponderen met infinitesimale
rotaties van R3. Voor een rotatie gz over een hoek o om de z-as
geldt:

T(gz) =1 +« AS + oaws

Om A3 te vinden moeten we dus de codfficié&nt van & zoeken in de ont-

wikkeling van T(gz).
Verder volgt uit (3.43):

]

T(g,)£(0,¢) = £(6,p-u0)

Ontwikkelen hiervan geeft

9f£(O
T(g,)1(0,9) = £(0,9)- & ———‘5-;—?1 b
zodat we vinden
_ )
(3.44) A3 = ¢
Om A1 te vinden gaan we als volgt te werk:
&, stelt een draaiing voor om de x-as over een hoek o . Dan 1s A1 de
coéfficiént van of in de ontwikkeling
_ Yoy 2f 38' 2f d¢'
(3.45) T(g)1(0,p) = 1(8lg)) = £(8,9) + (39 ol Ry NG
Nu geldt
(3.46) xi = sin ©' cos @', xé = sin @' sin @', x) = cos ©'

zodat
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[/ 2% , '
ES% = c0o8 © cos @ %%— - 8in © sing¢g ia
o =0 st =0 o =0
2%, , '
(3.47) ¢ “5;"% = ¢og O sing %ﬁr + sin © cos ¢ -g-f— '
o =0 a=0 { &=0
4
I%y . 29’
3—“- = = gin © Sa
\ 2% lu=0 1 «=0

Ook weten we uit (3.43):

& — <3 ul¢ — 1 ] - 1 —_—
T(gx)f(x) = f(gX X) = f(xl,xzyxs) =

= f(xlgxzcos 8+ Xasin &, -x,8ine + X C08 o),
Hieruit zien we:
dx] ox.} Ix.!
1 2 -3
(3o48) e = 0 e = X s ==X o
dot «=0 Bt 4=0 3 oo =0 2

Substitueren we (3.48) in (3.47) en drukken we in het resultaat x, en

x3 uit in © en ¢ dan krijgen we een stelsel vergelijkingen voor

t 1
ig— €en 29 waarvan de oplossing is:
« |- dot
=0 6l =i
209’ "
Fry = sin ¢
o =0
a 1
3$» = ctg © cos @.
® la=0

Samen met (3.45) levert dit

- sing L + ctg O cos o -
(3.49) A, = sing 35 + cig © cos @ 5¢

Az kunnen we vinden via een dergelijke berekening, of sneller door

P~ g te nemen i.p.v., ¢
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- d o
(3.50) _ A2 = -Ccos ¢ 5o + ctg © sin'¢ 3; .

We voeren weer operatoren H+,H_ en H, in die volgens (3.21) en (3.23)

3
gedefinieerd zijn. Hiervoor vinden we met behulp van (3.44), (3.49) en

(3.50)

- i octe 02
(a) H+ = e. (39 + i ctg © 3¢

(3.51) (b) H = e iP(- 5—% + i ctg © % )

]

.2
(c) H3 -3 W .

Om de representatie T(g) te splitsen in irreducibele representaties

kunnen we te werk gaan als in II1.3.7 (p.33):

L dgf{

|t er, Hf = o}.

In L zoeken we een volledig orthonormaal stelsel eigenvectoren van H3
enz,

We vinden dan weer representaties met gewicht jl,jz... . Functies die

J
k
we bolfuncties van de orde jk. De elementen van ﬁe cdanonische basis

in de bij behorende invariante deelruimte R, van R liggen noemen

in R, noemen we hoofdbolfuncties van de orde j. Deze geven we aan met

Y?(G,?) waarin m de bijbehorende eigenwaarde van H3 is, dus ~jgm¢j.

Uit (3.51¢) en HSY?(9,¢) =m Y?(e,¢) volgt als mogelijke oplossing
(3.52) Y?<e,¢) = ce'™® F?(e)

waarin F?(Q) nog nader te bepalen is.

Als we eisen
™ 2

(3.52a) f IF‘;(G)‘ sin © do = 1
0

moeten we C = Vé= nemen, opdat Y?(Q,w) genormeerd is in R,
2% .
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We zoeken nu de differentiaslvergelijking waaraan F?(Q) voldoet.

Hiertoe beschouwen we de operator

2 dgf H 2 2 2

# 1 2 3 °

Hiervoor geldt
(3.53) [HZJEI] =[H2,H2] .—.{HZ,HS] =0,
We bewijzen de laatste van deze gelijkheden:
(a8, ] = [ %omg ] o [, ] = [ m ] [ m ]y
+ Hy[Hy,Hy ]+ [HZ,H3] H, = -iH H, - iL,H + iHH + iH H, = 0,
Uit (3.53) en (3.15) volgt

HZT(g) = T(g)H2 voor alle gée G,

Als T irreducibel is moet volgens het lemma van Schur (St.4 pag.4)

gelden
2
(3.54) H = MNI.
Om A te vinden passen we H2 toe op f_j' (3.54) levert:
(3.55) H'f . =N£E . .
Tevens geldt:

HIE

2 2 2
-3 (H1 +H2 +H3 )fwj =

: L 2 _
{(H1+.1H2)(H1 iH)+i[H 0, ] + H } £, =

3

f -8
HHE .

2
f +H °F = J(j+1)f .
=J =J 4 =J

J
Samen met (3.55) levert dit

want H_f_j=09 H3faj=~jfﬂ
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A= jG+),

J
d.w.z,. dat volgens (3.54) voor f = z: cmfm geldt

m=~-;j
2 g
(3.56) Hf = j(G+1)£.

. . - ; L. .2 2 o
Anderzi jds vinden we uit de relatie H = H+H_ - H3+H3 met gebruik-
making van (3,51)

ool X (gl 1 2%
sin 6 26 26 sinze 3¢?
Samen met (3.56) levert dit
(3.57) L 2 (sinedfy . 1 a—2-—f-+'('+1)f—o
. sin © 00 Y 2 2 T I =
sin © d¢

Dit is de z.g. vergelijking van de bolfuncties van de orde j.
Er zal blijken dat er juist 2j+1 op de bolcontinuewn differentieer=-
‘1
bare oplossi n zijn, Substitueren we (3.52) met C = —== in (3,57
are oplossinge j ere ( ) o ( )

dan krijgen we na vereenvoudiging

L 4 dF‘;.‘(e) , 2 -
(3.58) = (sin © ————) +4 j(j+1) =~ - } (@) = 0,
sin @ 9© ae {J ’ sinZe! J

Voeren we de nieuwe variabelen in
f
x de cos O en P?(x) def F?(e)

dan vinden we de vergelijking

(3.59) L fa-x% L P )} j (j+1) - n” }p’"{)—o
° dX{ X dx jX + J(3+ 1—x2 J X = 2

de z.g. geassocieerde Legendre vergelijking. We weten dat eindige en
éénwaardige oplossingen alleen bestaan voor gehele waarden van j.
Volgens (3.52) zijn de hoofdbolfuncties dus éénwaardige functiés van¢@.
We moeten zodanige oplossingen hebben dat de Y?(G;Q) een canonische

basis vormen, dat wil zeggen dat voor m=j moet gelden
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H, \:3 (9,)

»J
H, Y3(9,4)

3 *vzg(egq:)

0.

We weten al dat de eerste van deze beide de oplossing heeft
A

V27

Dit in de tweede vergelijking gesubstitueerd geeft met (3.51a)

vi(e,p) = 3% ¥ey.
J J

dF‘J’. (©) ;
g " Jj ctg © FJ(@) = 0,

De algemene oplossing is

Fj(e) = C sinve,

waaruit we meteen zien:
Voor iedere j is er één en slechts één irreducibele representatie

van gewicht j.

De eis (3.52a) levert de waarde van C. De overige functies Y?(G;?)

vinden we uit

‘ It |
H Y[(0,9) =« v (0,0

(verg.(3.26)). Hier wordt H_-gegeven doocr (3.51b).

Door rekenen geeft dan de formule

sy [ Gy l/2j+1 1 2
(3.60) Py =\ 55 = — (1-x")

(xz-l)j

J=m

waarin m=~j,=j+1l,...,J.
Dit zijn de geassocieerde Legendre polynomen van de orde j met nog

. een in dit geval nodige normeringsconstante.

We hebben dus bewezen:
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Stelling 11.8,

De hoofdbolfuncties van de orde j hebben de vorm

Y?(9,¢) =L

e PM(cos 0) m=3j,3-1,...,~3
21 J

waarin P?(cos ©) wordt gedefinieerd door (3.60). Vdor vaste j
(j=0,1,2,...) spannen de functies Y?(9,¢) een 2j+1 dimensionale
ruimte Rj op waarop een irreducibele representatie met gewicht j
van de draaiingsgroep werkt. _

De operatoren van deze representatie zijn daarbij gedefinieerd

door (3.43), waarin ]%] =1,

Ontwikkeling van functies £(O,¢p) in bolfuncties

Laat £(9,¢) € R, waarin R de eerder gedefinieerde Hilbertruimte is.
Als gevolg van stelling II.2 (pag.ll) is dan £(©,p) te schrijven

als een in het gemiddelde convergerende reeks van bolfuncties

(3.61) f=¢o+¢1+¢2 +-...

waarin ﬂJe,Rj, Rj stelt hier de in stelling II;S'ggnoemde ruimte
voor, dus 5 - Ei cm Ym(g ,

37y
De functies Y?(Q,?) zijn onderling orthogonaal (zie de opm. over
5t.5 op pag.10, en stelling II.1 pag.ll).

We kunnen dit samenvatten in de

Stelling II.9: In de Hilbertruimte R van op de bol kwadratisch

m.
integreerbare functies vormt het stelsel{ YjJ(9,¢)} (j=0,1,2,...;

-3¢ mjs Jj) een volledige orthonormale basis.

I11.3.10. De expliciete vorm van de representatiematrix, Gegenerali-

seerde bolfuncties

We hebben bolfuncties gevonden als elementen van een Hilbertruimte

waarop een groep van operatoren werkt die een irreducibele represen-
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tatie van de draaiingsgroep voorstelt. De matrixelementen Tmn(g) van
een irreducibele representatie T(g) kunnen we op analoge wijze vin-
den. We beschouwen daartoe deze matrixelementen voor vaste m zelf
weer als elementen van een ruimte, waarop een groep van operatoren
werkt die het homomorfe beeld is van de draaiingsgroep. Dit procédé
zal niet alleen gehele, maar ook halftallige j waarden te voorschijn

brengen,

De matrixelementen Tmn(g) (~j§m,ng j) zijn functies van g. Neem een

willekeurige vaste rotatie gy s ©n definieer

def

(3.62) U T (g) = Tmn(ggl).

g, mn
We noteren dit als Thn(ggl) = T;n(g). Dan geldt:
ngUngmn(g) = ngTén(g) =T (g8, =T (28,8,
dus

(3.622) U U T (g =10 T (g).
8y 8y mn Ep8y M0

We weten T(ggl) = T(g)T(gl), d.w.z, Tmn(ggl) = ii Iﬁs(g)Tsn(gl)’

== j
dus ook J

(3.63) ‘Ug Tmn(g) = i Tms(g)Tsn(gl).
1 s=-j

Beschouwen we de functies Tmn(g) voor vaste m als eenheidsvectoren
eﬁ in een ruimte Rw, dan transformeert U blijkbaar R in zichzelf.

(3.63) is te schrijven als 1

m—-

(3.64) glen

J
;;;j Tsn(gl)ez ’
waaruit blijkt dat Ug op Rm juist zo werkt als de matrix T(gl).
Omdat de matrix T(gl)lde eenheidsvectoren precies zo transformeert
als de canonische basisvectoren (in welke basis uitgedrukt de. re-
presentatie juist de vorm T heeft) is de basis Tﬁn(g) (~j¢ngj)

- . s m
juist de canonische basis in R .
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Samen met (3.62a) en de irreducibiliteit.van T levert dit op, dat U op

m . . . . . s
R een irreducibele representatie is van.de draaiingsgroep.

We gaan nu de met infinitesimale draaiingen corresponderende operato-
ren zoeken, '
Laat g een draaiing Zijn met Eulerse parameters ¢1,9,¢2; gl een draai-

ing om een willekeurige as over een kleine hoek &« . Dan geldt

. - . ' ' '
"Ungmn(g) B Tmn(ggl) = Tmn(?l’-9 ’¢2)

dus

(3.65) U T (&) =T (¢,0,¢,) +

1
+ bTmn a("1 + BT n ¢9' + aTmn *";’2
a(f)l S 39 1)« @‘?2 o

“+ LR AN

1o0=0

De operator A3 vinden we door als as van gl de z=-as te nemen en de
coé€fficiént van eLT te zoeken in de bijbehorende ontwikkeling (3.65).,
De draaiing ggl heeft nu de parameters ¢1+«,9 ¢2

In dit geval vinden we uit (3.65)

: oT
mn
Ug Tmn(g) = Tmn(g) + o 5% + eu

1 1
zodat
(3.66) A3 = a¢i .
Voor de matrix ggl kunnen we schrijven
(3.67) g8, =(%(‘Pi"e"“’z')) = (gkl((pl.G,?z)) +

. ( 281 201 98, yor 28, %)

b¢1' dx T30 7w 4.3?2v ad/,“=0“4"'f

Om A1 te - vinden moeten we als as van gl de x-as nemen. Dan hebben

we:
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1 0 0 i 0 0O 0O 0 O
g = O cosd =sin d = 0 1 O + 0 -1 ot vee
O sind c¢cos « 0O 0O 1 0O 1 0O
dus
0O g -
. 13 . P12
(3 068) ggl - (gkl) + G( + s es

0 853 -8y
0 833 -85

Bovendien kennen we g als functie van de Eulerse parameters ((3.2)
pag.15) . Vergelijken we de elementen met indices 33, 31 en 13,van de
coéfficiénten van & in (3.67) en (3.68), en nemen we de benodigde

elementen ‘gkil uit '(3'.2), dan vinden we

t
-sin © %%— -
€=0 ,
o
sin ¢, cos © 8’ + cos @, sin © 1 =
1 oL «=0 1 ot w=
. 3¢,
sin %, cos e g—e— + cos ¢, sin © -;3 =
* | a=0 * Ja=0

=GOS tpl sin ©

= 0

sin ¢, cos ¢, + cos Py sin ¢, cos e

waarvan de oplossing is

4 !
a9

Ta = =gin ?1 ctg ©

ﬁ “d‘g'" = GOS8
de = %

d% : s:tmpl

\ dot «=0 sin ©

i

Door sibstitutie hiervan in (3.65) zien we:



) -

A, = -ctg © sin @, > %-Sin?l
= Tete ¥1 3, T sin 6 39,

3
1 +COS‘P189.

Voor A2 vinden we op analoge wijze
SR . cos @ \
2 1L 9 2
e — - sin ¢ .
a¢1 _ sin & 2¢, 196

A - ctg © cos tpl

2

Dit levert m.b.v., (3.21) en (3.23)

,-i¢ ’
T 1 o _ i 2 s+ 0
(2) H =e (ctg ea{oi - sin.®© Jq:z +1 39)
i¢
s DI 1 2 .9
(3.69) (b) H =e (-ctg © 3?1 + I e 6?2 + i 3_)
-4 9
(ec) H3 =i 34’1

We kunnen dan weer Hz» vinden en gebruiken de relatie H2~=jf(~,j+1)I'
(verg.(3.56)). Dit geeft voor de matrixelementen Tmn(g) (de basis-

vectoren van de ruimte Rm) de differentiaalvergelijking

2
3°T () 2T (g)
(3.70) ~mg + ctg © ;g + - 12
20 sin“@
2 , B2 2
2t (@) | 3T (& 2T _(8)
— 2 cos e.a Te. — +
2¢] ?1°%2 29 5

+ j(j+1)Tmn(g) = 0,

Van Tmn(g). weten -we al iets. We hebben nameli jk g(q»l,e,(pz) = g(Pzgeg‘Pl,
dus T(g) = T, T.T wat samen met (3.42) levert :
8% T, 009 (p.15),
- ~ing, ~ingy
(3.71) Tmn«pl,e,lpz) = e wumn(e)e R

waarin umn (©) een element van de matrix Te voorstelt (rijen en

kolommen nummeren van -j tot j).
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Substitutie van (3.71)--in (3.70) geeft na vereenvoudiging (verg.
(3.58))

dzumn dumn
5 + ctg © a6
do

' n2-2mn cos @+m>
+ 4 J(J+l) - — kst ; umnu= 0.
sin ©

Deze vergelijking is om te vormen tot de hypergeometrische verge~

1i jking. Hiefop*gaan,we niet nader in,

We kunnen namelijk de elementen.van de matrix T9 op andere .wijze

vinden. Voor iedere waarde van m geldt

HSTmn(¢ ’9’?2) =n Tﬁn(?l’e’vé)'

Bovendien moet

H+Tm3(¢1’9’¢2) =0 - (Vergf (3.27)).

We gaan nu te werk als op pag.42 . We vinden m.b.v. (3.692) een

differentiaalvergelijking voor Th-(g). Na substitutie hierin van

J

(3.71) en vereenvoudiging vinden we.

du (o :
m,]( ) N m—-j cos e‘u (9) =0
doe sin ® mj

waarvan de oplossing is

‘ . J
(3.72) u (e =¢ Sin 8

mj m m e

tg-z-

We zien dat er voor iedere j één en slechts één irreducibele re-

presentatie is met gewicht j. Schrijven we x 92% cos ©,

(x) det u__(8) dan wordt (3.72)
mn mn
Jm  gim
2 2
(3.73) Phj(X) = Cm(l-x) (1+x) .

Samen met (3.71) levert dit de je kolom van de matrix T (de iechter-

kolom). De andere kolommen vinden we uit

H—Tmn((Pl )QQ(PZ) = O(nTm,n_l ((Pl ,9,?2) (verg. (3.33)) )
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waarin we (3.69b) en (3.71) kunnen gebruiken. Voor P (x) schrijven we
verder PJ (x) Deze functies zijn te berekenen m.b.v. het voorgaande,
De constanten Cm (m==j,~j+1,...,J) zijn te vinden m.b.v. de overweging
dat g(0,0,0) = I, dus dat Tmm(0,0,0) =1,

We vinden uiteindeli jk:

Als Tj(¢l,e Wé) de irreducibele representatie met gewicht j voorstelt
van de draallngsgroep, zijn de matrlxelementen in de canonische basis
ait te drukken als volgt:

- —im¢2 3 : -1n¢1
(3.74) T:m(fpl,e,fpz) =e “Pl (cos @)e (-i¢m, ns j)

waarin

jem.n-m - [ - . b-m - nm

; - i f G=m) ! (i+n) ! 2

P;T]m(x) = ( 1) - 1 \/(J m)o(J+n). (1_x) (1+x) 2 R
29 (j-m) ! (j+m) ! (j=n) !

{(1-x>5’m<1+x)j+’“} .

al™

axd™

Zie voor de afleiding bijv. p.276 e.v. van het op pag.20 genoemde arti~
kel van Gel'fand en Shapiro.

Natuurlijk zijn de in 1I1,3.8 (p.33 e.v.) genoemde voorbeelden speciale
gevallen van (3.74), resp. voor j=0, j=% en j=l. We moeten er daarbij
om denken dat m en n lopen van -j tot j. We vinden zo voor j=1 de

matrix (3.2) uitgedrukt in de canonische basis:

-1 (p;+¢,) -ig 10y -9y
% e 172 (1+cos ©) -~ 53 e zsin e %e 1 2(cos 8-1)
~i¢ i
g(9;,0,9,0= ~ \/-1-2- e ‘sin e . cos © - ;‘—_z:e lsin @
-i (P, ~-¢.) . i¢ i(e. +@, )]
-]z?e 172 (cos ©-1) -~ = e zsin ) »—;-e -4 (1+cos e)
’ 2

We noemen nog de relatie

™ (

~ T _
on 1,6, 2) B 23+ Yn( q&’e)'

De matrix TJ heeft uiteraard alleen voor gehele j een rij met m=0. De

tweewaardigheid voor halftallige j is al ter sprake gekomen voor j=%
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(verg.p.19-20), Voor j= §'9 % 200+ geldt uiteraard iets dergelijks.

Voor recurrente betrekkingen tussen .de iin(x)vzie men.bijv, het ge-

noemde artikel van Gel'fand en Shapiro,

Ontwikkeling van functies f(¢199,¢2) in gegeneraliseerde- bolfuncties

Dit gaat analoog aan het op .pag.43 behandelde, De functies £ =ijn

elementen van een Hilbertruimte R als het scalaire product
def S
(3.75) (fl;fz) = /¢(f1f2)

(verg.(3.3)) zin heeft,

In overeenstemming met (3.62) e.v. vormen de transformaties

Ug f(g) dgf f(ggl) op R een representatie van de draaiingsgroep, die
voigens 11.3.3 (pag.13) unitair is. Deze representatie heet de regu-

liere representatie van de draaiingsgroep.

Dat er voor iedere j één en silechts één irreducibele representatie is,
is al n.a.v. (3.72) opgemerkt.,

We hebben tenslotte voor R het volgende analogon van stelling II1.9:

Stelling I1.10: In de Hilbertruimte R van op de rotatiegroep kwadra-

tisch integreerbare functies vormt het stelsel { T; n (?1,9,¢2)}
.9 >
(j=0,%,1, %,..., ~j45mj,njs Jj) een volledige orthongrmﬁle-baSis.
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-1I.4, Het product van representaties

"~ door C.P, Korthals Altes

‘11.4.1. Algemene opmerking

We zullen in het hier volgende zien dat we twee representaties tot een ‘
' défdé kﬁnnen combineren, het "Kronecker product" van de eerste twee. |
Voorts zal blijken, dat een groot aantal représentaties producten
1n deze zin zijn van 1rredu01bele, voorbeelden zijn de tensorrepresen-
tatles van de draaigroep, die producten zijn van 1rreduclbe1e represen-_
taties met gewicht 1, en de splnorrepresentatles, product van 1rredu01-

bele representatles met gew1cht %

11.4.2. Xronecker product van lineaire ruimtes en representaties.

Direct product in groepstheoretisch verband.

Z13n gegeven twee lin, ruimten met inproduct rP en Rq (dlmen51e resp.
.p en q), en zijn orthonormale bases in Rp ‘en Rq resp. e

£

1,...,ep en

.,fq, dan heet de verzamellng R wvan alle 11nea1re comblnatles

q
: § ai. e, £,
=T j== ¥+ J

het Kronecker of tensor product van de ruimtes Rpfen Rq.

Notatie: ' . R = Rpx rY,

120

Opmerklngen
1 - We zien dat een elnt hé R bepaald wordt door pqd getalletjes alj,,,

de dimensie van R is dan pq.

2, Nemen we als inwendig product in R:

als h = i Xai.e. f.

i=1l j=1 J ot J

L 4 ,

. en g = > bi’ e; f.

o il 3= ,J J
E

,dap-iS'(h;g) :Z a, jb kl(e fooep def :E: jZ: a; k1
i, kK Js1. J _ i,k3,1 J
(ei,ek)(fjjfl)f»

,De-eifj vormen daﬁ een orthonormaal stélsélyin R.
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”-we gaan nu het Kronecker product van twee representatles van eenzelfde=

fffgroep definieren.}

"'Stelling,11.4.2;_Zijn_D(p)ﬂen D(q)_representaties van een groep G in

‘"f}respa,hPfen,Rg, dén‘vormt de matrixverzameling D'gedefinieerd~dodr&~
| N def (p), .. -(a) | ‘
D(gde,f, g D(p)(g)eiAD(q)

(g)fj

© een represenfatie van G werkend in R = Rpx Rq .de zgn. productrepresen—

(p):- (q) D(g) EE Ei

T.tatle van D, en- D

Z z a, .D(.g)e.f . definiéren. Want:
T 5 ij ivJ

, waarbij we D(g)h 15 e J

]
‘Il

D(g")D(g)h Z Xau D(g’ )D(g)e £

z %%j D(g’ )(D( Y(@e, 0P (32

- Z E a, (g )D( )(g)e D( 1)
1J
i . ,

i

()

(g' )D (g)f )

=3 Za, 2P @ee 0P or,
. J .

— ' ' ‘
= g 'E; 25 D(g g)eifi

= D(g’g)h .
In.mafrixtaalz
D™ (g) = @ (g) op de basis SR
NeY (e, = ﬁ D(p) (&),
r=1"
@ (g = P (e)) op de basis fl,...,fq

‘"en DU (g)
p@P gz, = 0P (1 .
- os=1

Dan: wordt de matrix van D(g) op-de basis e fl,...,e f

1 pq"v
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D(p)(g)em D(q)(g)fk =

It

D(g)gif

= 2: D (g)e D(q)(g)f g

r=1
_ EZ 2: D(p)(g) D(q)(g)e 3
r=1 s=1

.- zodat het mafrixelement

en dus al, E% E: D(p)(g) (q)(g) .

r=1 s=1

[ _ '
als h' = D(g)h = Eg %aik e, fk",

Stelling 11.4.2:

Zijn D(p) en'D(q) unitéire representaties, dan is'Dpx p? uni tair,
Bewi js: ‘ _ :
. _ ' ks =Py ) o,
Nodig en voldoende voor de unltalrltelt van D D %D ‘is:
(D(g)e f D(g)ekf ) = (e; f 18y £ )
Uit de definitie van het inproduct voor R blijkt:
(elfJ fl).= (ei’ek)(fj”fl)_
zodat:
) _ (p® (C) IR ¢ ) @ |
(D(g)eifjg D(gle £,) = “(gle; D (g)fu D" (gle, D (&)1))
- 0™, 0P )(D(q’ @z, 0P @1

]

(ei,ek)(fjgfl).

Definitie II 4,1,

Zijn E en G twee groepen met elnten resp. EM en Gfgax eng@ uit

indexverzamelingen resp. A en B,
De groep H heet het direct product van F en G als we de volgende

elgenschappen voor H vaststellen:
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Ve kunnen eenvoudlg 1n21en dat H 1nderdaad een’ groep vormt ‘t.0, v.

‘ deze vermenlgvuldlglng 2 E:E'

'as5001at1v1te1t: (H, , H )H."'“= ((F _F. YF,(G. G )G ) =
HERAE *%“‘14%“2@2' Uy Wy 9y 43 fﬁp Psa
= (F, (F F )G (G G, )) =
*1 P 2/33
1y
15@1 2(32 3@3
eenheidselement: H H, =H ., Ve, &> (F is eenheid in F
aopo ap™ Mup TP P [T s comer
: G is eenheid in G
® - ’
, ‘ o ,
inverse element: (H ) TH = H, . Yo,p &b (Ha’)d':(F@—gl’G-l)‘
= gﬁv‘,mﬂ oﬁo‘ A . Sap ﬁ
Gevolgen: . o
H is homomorf af te beelden op {(F ,Gﬁ)} , waarbij Ei ‘het
LSS & .
eenheldselement van F is: © f P B °.
H -3 (F ,G_), dus:
«p N ﬂ
H H , — (F, ,G G, ) = (F ,G )(F. ,G ).
APy %Py % 182 o 1 % P2
Voor h is {(F ,G )} . triviaal isomorf met G zodat we kunnen
i dy P feB

- stellen:

(). Iedere representatie van G is een representatie van H.
Hetzelfde geldt voor de groep F.

@9' {(F ,G )} en {(F , )} zijn normaaldelers in H en hun

o i feB o oea

elementen commuteren met elkaar.

Zijn D(F) en D(G) representaties van resp. F en G, dan is het

direct product D(F) X D(G) een representatie van H=F G,

Want D(F) en D(G) kunnen ieder als representatie van H opgevat

worden, zodat de bewering volgens stelling II 4.1. juist is.
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‘Stelling II 4.3,

Zijn de representaties D(F) en.D(G) irreducibel, dan is de repre-

sentatie D(F) X' D(G) een irreducibele representatie van H=F X G,
Bewijs: ‘ ’
Noem de matrix behorend bij groepselement F & F: D(E,) en die b_e,'-' ‘

, of
horend bij G, & G: D(G.). o

R/ ts is als D(H ) dée matrix-is.behorend bij H . :
Voorts is a ( d@) rix-is-be 1J op
_ DH ) = D(F,) % D(Gg)
~ , . LospE f3 ‘
ofwel: - Dkl;rs(H<t&ﬂf;3) kr(F%)D1 (G r).

Beschouw een pq X pq matrix S die commuteert met de representatie D(H):

SD(H@{@) = D(H&@S)S_ Yae Aen FeB

~d.w.z.: voor het element "ij;rs' van dit matrixproduct geldt:

P q '
: (F )D (G ) = D, (F )D, (G,) .
El 1%..” k1 Pk B k%. 1%1 kTGl

sk1°rs

CZijn nu 1& en G : eenheldslementen resp, in F en G dan zijn D(F )

en D(F ) eenheldsmatmces Yo

JJO ! . . .
Zg i | | | q- a '
. e c,) = Zz 2. d, D (G, s _
-'k=1 1=1 "13; kl 15 ﬁ eoi 1o i lk J1°7p ks
_c?f,wefl;v : § ijir1 D (ng = f}'_; D, (G@)sn;rs @
(i,k)

‘Neem i en r vast en Vbesch’ouw'd'e‘vqx q matrix s ; volgens (I} com-
’ (i, k) '

* muteert s met D(Gﬁ) die een irreducibele representatie vormt.

‘ "Dan is g(l’k? een veelvoud ‘van de eenheldsmatrlx zodat s(l k)
- 2Pawpa, | o
: o ,‘ ’ . - (1) A
ofwel. T | Sijikl = X (i,k) gj‘,l . @ a

Evenzo kunnen we te Werk gaan bij de. groep F; we construeren nu px p

(J,, )

matrices S die met D(F ) commuteren en v1nden dan:
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. _ o le skl
Uit @ a eAn.' @ .a volgt:l-"

0 als ik en j#1

)\‘”( ,1)J . ®a

Si3:k1 -
o RN o5 DN ¢ )

em sij;ijy—"k (i,1) = A (J,J)

o l‘;=1,-.-,p; i=1,...,q.

"Neem i vast; laat j i,...,p doorlopen dan blijkt X(z) dus con-
stant, dus s, , , . = constante. '

. IJ:J- : ’ i .
We hebben nu bewezen,_dat iedere matrix S, die commuteert met de re-
'presantatle D(H) noodzakelljk een veelvoud van de eenheld 1s, waar-

‘uit.volgt- dat D(H) irreducibel is..

4Ste111ng II 4.4. (zonder bewijs) -

A11e irreducibele representaties van HkF:(G worden gegeven door de

producten van de irreducibele representatles»van F en G,

Voorbeelden: _

A. Beschouw de drie-dimensionale representatie (g ) van de draéim
groep. de productrepresentatle van (g ) met z1chzelf werkt op de
R3x R3 = R9

De componenten van een element, a0 uit de RQ transformeren onder
de productrepresentatie als:

! = i =
%rs EE? €riBsk?ik i,k =1,2,3.
b}

Analoog wordt gedefinieerd het product van r drie-dimensionale re,prefr

sentaties van de draaigroep. De componentén van een element uit de‘R3
a, . transformeren onder de productrepresentatie als:
il,...,lr . R
YD S TR e
17°°°7p il..}ir 171 Trlr 1""’ r

We noemen deze representatie van de draaigroep de tensorrepresentatie.

b



57—

_ iinmeis We’vérstonden-onder een groofhe_ivd,j die -gekara'k'terisee'rd,.
wordt doof 3? getalletjes, die,pnder een orthogonale fransformatie_
zich als onder (}}1uﬂnsfogmeer€,Ljuist een tensor van de orde r in
-de 3-dimensionale Euclidische ruimte° We kunnen dit dus equivalent
définiéren als:

Een tensor van de ordé r in een 3—dimenéiona1e~Euclidische
ruimte is een element van het Kroneckér—productvanl‘S-dim;_ruimtes,
waarin het p;pduct van r'3~dimensionale.represenfaties van de-draai—”

groep werkt.

(p) (q)

BQ.Zijn gegeven twee representaties D en D

(p) (q)

van de draaigroep

en zijn A en A de operatoren behorend bij een infinitesimale

draaiing om een as n. Zij D de product representatie, dan:

: D(g)eif =vD-(p)(g)ei D(q)

k
(p) en R(q)o;

. P - q
fk” {eii’“ ’ en % fk { - orthonormale .
- i=1 k=1

‘bases in resp. R

(p) (p)e

i

1

(g)«ei e, + A A

Voorts: D

. (q9) . '
tk + &« A fk + s

1}

D(q)(g)fk

zodat:
(@),

+~&(A(p)e,f + 8 A £

D(gle;f, = e, f itk T8y Kt

We zien dus:
: (p) (q),
fk .

Aeika= A eifk,+ eiA
C. Het product van twee irreducibele representaties van de draai-
groépov

We hebben twee irreducibele representaties van de draaigfoep

met gewicht 1. en 120 werkend in de ruimtes resp. R, en R, van .dimensie

1 1 2
resp. 211+1 en 212+1,
De productruimte Rlx R2 noemen we R. Kies cancnische bases in R1
en R2:
e . ,e_ seeceny. L& in R
11 11+1 ’ 11 1 11 7 1H
f £ £ £ I, .

o= A goeo oo 0000 mg. -
,12. 12+1 1, 2 1, 1 5
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B met m_ +m
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: R S o
- H(J') - mle o en 3 H(l) em1 : =«11(11+1)eml le
- o T 2T T '
,»@g;;> e e g -
H3 ,' _fm ol lT’zf:xfm“ e mH - fm'z- - 12‘(12+1)'fm'2;1ym2- .

,-;BeschouW‘nu de H3 van.de productrepresentatle, waarvan 'de werklng, ‘Op

een factor i na, in voorbeeld B gegeven is:

“Hge £ = (;) e, I % em:H(g) £
My My i M2t M % Ty

e (m +m )e fm.. mem fm
' ‘1-V2 172

-De.'eigenwaarden van Hs,m;vvarieren,Van'

~1,=~1

1 91 11 z+1 etc., =tot 1 +1

2v

“Wat is de multipliciteit vanmelke m? Het aantal eigenvectoren em fm
171
4t 2—m. Laten we,. om concreet te zijn, 1 12 nemen.w -

.In de figuur geven de. punten de -
vectoren e f - aan,: de 1ljnen

-f21jn bepaalé-door m +m2—m, waar-

1
biJ m.de bovengenoemde waarden

f:doorloopt. We-zien:

De multipliciteit van dé eigen-
waarde m is: geligk aan die van -
-, want hebben we een elgenvec—v’
7:tor e f met m, +m,=m, dan is C
m 2
1 2
: f. eigenvector bij- elgen—
. -ml -m.z
waarde -m,- en.omgekeerd; We. gaan dus-alleen voor positieve i tellen:

m=l,+1,: - multipliciteit 1; eigenvectoren e. f.

1 , 1,71,
. ___.. - . 1" " " 1 N . 1 ] 1" 1"
m-11+12 1: K 2; _1f1 en 11 1 -2
m=1 _'1 o " 1" 7" " 2 +1 o " "
27l o BN 1,51.421 tot e . £.- .
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Tusse m=1 1, 11 en m_11 g blijft de multipliciteit constent n.1,
21i+1, daarna neemt ze weer af, zoals we reeds zagen. multipliciteit

van m= multipliciteit van =-m,

We kunnen ook 1,€ 1, nemen en krijgen dan een analoog resultaat, -

-_ReSumérend’
_ De transformatie H3 in de . ruimte R1 R heeft eigenwaarden m-
met m=- 11 12, 11 12+2,...,11+1

De eigenwaarde 11+12 heeft multipliciteit M=l

Mo (1+1-1) = 25 1,H.8,: m+ o (m)= 11+12+1 ‘tussen |1, - 12] en~wl11-12!
blijft 4 constant, voor mg - ll ﬂ geldt /&(-m) = fo(m) ,

Wat zijn de irreducibele componenten van de product-representatie?

Hiertoe nemen we de methode uit II 3.7,
)
R (zj Punten uit een horizontale rij
¢ 8 & 8 ¥ . ,R o gevenrde.vectoren'weer‘die één

_‘R(” invariante deelruimte opspannen,

’De transformatie Hy. heeft één eigenvector e;. fl met m=11+12 1,
Volgens 11,3.7. vormt- het stelsel 1 2 ‘ '

21
f 9 H_e f ,'l‘,H_ e f .
llvlz 1 1 L 1

@

een orthogonale basis voor de invariante deelruimte R ; waarin de

irreducibele representatie van gewicht 1= 11+1 "werkt,
1)

Beschouw het orthogonale complement van R in Ri R

(1)1

'in

4
@ komen elgenvectoren van H, voor met een met één verminderde

: 8 4L
‘multipliciteit. I.h.b., zullen we in R géén. eigenvector van H3

bij eigenwaarde m=11+12~aantreffen,'en'nog Juist één met eigenwaarde
A11+12 1, Met behulp van deze.vector en %e)tran?fgj?atie H_ . construe-
Tren we weer een invariante deelruimte R ; waarna we het
procédé analoog voortzetten. Bij m-ll 1 l vinden we nog juist
2]1 j vectoren die een invariante deelruimte opspannen;, maar dan:

is de ruimte R ook geheel opgesplitst (zie figuur),
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Conclusie: Het product van twee irreducibele representaties met gewich=
“ten 11 en 12 kan uniek gesplitst worden in irreducibele representaties
met gewicht: 11+12-, 11+12'=1,.5.,.-11~.12 “ +].’.,, ,11°;2 o Ie‘der.v;ar‘x deze -

representaties komt slechts-éénmaal voor in de splitsing‘;‘, ‘

o D'veArepr‘ese,ntatie,s van .de volledige,orthogonale. groep

v We hebben alle representatles van de draaigroep R- gevonden, beschouw ‘
nu- een irreduc1be}.e representatle D van de volledlge orthogonale groep
. ..,03 T Rx {’e, I } 5 waarb:LJ X de 1nver51e 1s, dow, .z, de operator I die
-1edere T uit de drie-dim. reéle Euclldlsche ruimte in -1 overvoert,
‘Daar I met alle he'O3 commuteert moet D(I) ‘=\E zijn, daar D ir-
E
-E,

reducibel is. Wegens 12 = e wordt N =1 dus: 6f D(I)
' &f DEI)

< De- representatie D bevat een representatle D' van de draaigroep

3 vRCOS, die 1rreduclbe1 is., Neem n.1, D' ~={ _D(_g): g¢R }, dan is D'€D

' irreduci.bel want iedere D(g) e D' is ten hoogste een.factor -1 ver-
schi'll’end van een- Déh)& D, die—-‘irredueibel is gegeven. Dus D'a ])l met
1 het gewicht van de representatie D' van de draaigroep R,

Voor heeltalllge 1 krl,]gen we. twee een_duldlge representatigs

o ‘?voor de 03

pj=p x{E = D,
'315‘}}1’."{]3" "E} :

Voor halftallige 1 kriJgen we weer één vtweé-dui.dige representa~- |

- tie; want als 1 halftallig is dan: ‘ ,
Dlx { E}gnl".{E"F‘}: D, -

De product representatles van twee éenduldlge representatles

. _vax-l gemcht 11 resp. 12 geven. 11_&12’
: 1)1 X Dl' = D XD = S D;.
1 T2 S |
o : o S 1,41, .
. P . - 1 2 . .
‘em . DI XD =D XD = S p .
DTS 1tz 1 T2oa=|itT| ’
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Het product van een eenduidige met een tweeduidige representatie

geeft (1 heeltallig, 1, halftallig):
1 +l

L
D= x
11_ 2__ 15%

dus een ontbinding in irreducibele twee-duidige representaties. Voorm

2

het product van 2 twee-duidige representatles krlagen we:

141, , »
6t: D X D = %: D} B L
1. 2 1= - 1"12: , Co - - L.
D XD 1,+1, o
é x =
L, L 1=§-1 1

afhankelijk van de wiJzep waarop we de 2 twee-duldlge representatles'

met elkaar vermenigvuldigd hebben.

11.4.3. Tensoren en .tensorrepresentaties

Definitie. Een tensor van de orde r in de 3-dim.,Eucl. ruimte is een
grootheid, gekarakterlseerd door 3 getallen a i (ij=1,2,3) in

~een bepaald assenstelsel die bij rotatie (rota%lespiggeling) van het

assenstelsel transformeren op de volgende wijze:

3. 3 »
a_, Sy ‘ , v
11...11'_ .Z X .Z gi,i .f.gi,i ai-...i @
; 12=l i =1 11T "rr 717 r
. ‘ 3
waar bij (gi“) gegeven is door: e jz: gi 4 i dus een equivalente

definitie voor een tensor wordt als %e optelling en scalarvermen1g—

vuldiging op de natuurllee wijze definieren:

Definitie:

Een tensor van de orde r is een element van het Kronecker-product van
r 3-dim. Eucl, ruimten, dat bij een rotatie (rotatlesplegellng) trans-
formeert onder de rd Kroneckermacht van de representatie D1 van de
volledige orthogonale groep 03.
We kunnen op grond van de voorafgaande paragrafen deze tensorrulmten

gaan ontbinden in invariante deelruimten..
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Op groﬁd vén de - onmiddellijk uit de betreffende definities vol-

gende - eigenschap, dat,

als R = R1 + R2

dan Rx R' = Rlx 3"¢_R2&FR'w,(R,R'_lineaire ruimten)

kunnen we voor de opsplitsing van representaties analoge formules op-
schri jven,
'We weten reeds:

- - + + +
D . x D, = Do + D1 + D2

= 3 - - o + - + - + -
. dus (Dl) = (Dlx»Dl)-x D, = Dong + pl XD, + Dyx Dll
= D0 + 3Di + ZD2 + D3
N :
\ggzgizzezid' Als s(r,1) het aantal
fé@}e irreducibele represen=-
| orde \\‘ 120, i=1| 1=2| 1=3| 1=4| 1=5 taties van orde r is,
v z:zsg:' : dan is als 1#40:
=0 1 - Ae(r+l,;1) =ﬁ@(r91‘l) +
r=1 1 "+/¢(r,1) + pM(r,1+1)
r=2 1 1 en als 1=0
r= 1] 31 21 1 pe(x41,0) = pulr,1).
r=d 3 6 6 3 .Een grzotheld, gegeven
r=5 61 15 | 15 | 10 4 1 door 3" getallen die

bij rotatie (rotatie~-
fig.1 spiegeling) transfor-

meert onder de representatie:
r+ly p
(Dg‘ S

" heet een pseudo-tensor,
Als r=0 hebben we een pseudo~scalar,
Als r=1 hebben we een pseudo-vector,

ffEen’grbotheid die transformeert onger een irreducibele representatie
van gewicht 1 met teken (=)1, D(u) ; hoemen we een l-vector; is het

teken (=)1+1, dan spreken we van een pseudo l-vector.
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Met behulp van enkele operaties op tensoren kunnen we de invariante

deelruimten construeren:

I, Contractie: (dubbele indices houden sommatie_in)

Zij a, . tensor van orde r, dan is
11.0011'

by i BBy i = By 44 1
3°°oip gty 1ilp ipipige..d

een tensor van orde r-2 wegens:

$0iriAt T Byrgege gt T By Biay Eia oy it i Ao s
R ° .
3 r 3*°°*" r 1 2~ 33 rr 1""°’r

I
o
9

i
o

P . a,.. . = O}' is dus invariant onder de transformatie'Qiﬁ.
L 11.”1r 11136“1r

S II, Vermenigvuldiging onder tensoren

a el g b. 'zijn tensoren van orde p resp. 4.
‘e o od onnj

L q : |
ai Ty i ci i . geeft een systeem van 3p+q geF i
. 1u°¢ p Jlo:: q . 1'0- Jlonth

talletJes, dat als een tensor van orde p+q transformeert, Invarlante
deelruimten kunnen we construeren d.m,v,:

a) J. dgf 0 als i#k

- in ieder codrdinatensysteenm, -
1l als i=k. ‘ i y

. Dan is J;k een 2° orde tensor want

iy = J ‘ = =
Gkt T BirgBpog g VOEONS gi’igk'kgik CRILRAE
{ a, 4 la i = 51 i bi 4 biA ’ i tensor orde r—z§~is'
1..9 r 1.,' r 1 2 3'0' r 3.!' r

een invariante deelruimte, want uit bovenstaande volgt dat:

=

fle=’

B0 4 o0e8ye d. . b

RO LS PRRTE S O P A



=G =

b) We kunnen een rde orde tensor éplitsen in:

Iy 3 Py g sme oy meteu, 4 =0
plg dgeeel, 1°°1y 30y

hetgeen triviaal volgt uit:

s

als a =)

iii o..d lomeool
3 3 3°°° "y

. L. - 1 = .
dan zij o, L E a, s ==d. . b, . , waaruit volgt dat

1, e00d i,000d 3 i i P |

1. 1 r 172 3
c, .
iii_ ...l = 0O,

117, Permutatie van indices
i eead

Zij s een permutatie &j j , dan definieren we:

1500 r

Sai ig'-:ia. PR
10(10 r JlnonJr

S is een lineaire operatie en commuteert met de tensor-representatie:

Sa,, A e T €. s eeoBLy . B .= g,
1 loool o J l.oenJ r J 1‘]1 J rJr JlooaJr 1 111

ceeBye g
rr

Sa L.
llooolr
Invariante deelruimten uit:

AMSI + poo + Aks is een lin.comb, van permutatie operatoren, dan is:

{ . : ! .
121 ,..1 é (hySy+00oth S Ja, U °§
1 T 1 r

k

R,

een invariante deelruimte wegens de commutatieve eigenschap.
Een speciaal geval vormen de eigenwaarde vergelijkingen., Zij =
een element uit de permutatie groep van r objecten, dan is er esn

ngr, met st = e (n is het kleinste natuurlijke getal met deze eigen=

schap) .
Dan zijn de eigenwaarden van de Q%gresponderende lineaire operator
. . ik = . . .
8 s & =1, E y.00,% (¢, =e” MY, Door voor iedere k de invariente
o 1 n-1 k
onderruimte
’ ‘
Vo L. 15 o TR L Yj
- 1000 r lboo r 41000-1“

te beschouwen, splitsen we de gehele tensorruimte op,
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Voorbeelden:

a) Tensoren van de orde 2: a, . .
i i

172

M.b,v. de transpositie s=(12) splitsen we de ruimte in deelruimten

van symmetrische en anﬁisymmetrlsche tensoren, resp. R en R . R

heeft dimernsie 3 en transformeert volgens D s dowoz, antlsymmetrlsche

tensoren gedragen zich als pseudovectoren. Rs heeft dimensie 6 en we

kunnen ieder element hieruit schrijven als een som van een "constante"

. temsor Aey’ , die zich als scalar gedraagt en een symmetrlsche tensor

met spoor nul dle 21ch als 2~-vector gedraagt.,

We krijgen op deze wijze een opslitsing in irreducibele delen. -

b} Tensoren van de orde 3:
Voor de vergelijking:
2
H(r) a

4 =1(1+1)a, , = 0

S § A TS §
1 r 1 "r

waarmee we de invariante deelruimten, behorende bij een veelvoud van

'de irreducibele representatie van gewicht 1 kunnen vinden, verkrijgt
). 2@, a, ) L :, .+

men .na enig .gereken:

=1 p=1. lplq 11°°'1q-1t1q+1'°°;p~1t1p+12121r
p#q , ‘ ”
-a . . : . O 5
1lcoolq_llp;q+loo: p—l q p- 15-'1
»»»»» - +4{1(1+l)-2r}ail°.;ir,=A0 e v,(?.$4hﬁ;»

(Voor de expliciete berekening zie men het artikel van Gel'fand en

Shapiro A.M.S., Transl. Series 2, Vol.2, p,262),
Stel r=3; dan krijgen we uit (2) :
«? £4 W

o ¢ & t -
“i3%ssk T “ikPiss T TkiPsjs ?jik Pikj ki T

Vorm het spoor m.b.t. ij; dan:
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To1as _

L 2 1J sk = ©
dow.z. a__, =0 als 1#1 ‘&
Evenzo: a,- = a ., = 0 als 1#1 ] =
SR iss sjs
Stel 1=0 in Qé) . Wegens (%} wordt (g}

' . o 25k ik % 5k ®
ik = 3

Hieraan voldoen de antisymmetrische tensoren, want:
a) (§§ is invariant onder cyclische permutaties (r.l. gaat in dezelfde

som over): 8, =a,. =8

Jk Jki kij
b) Verwissel i en j in (E) dan zien we op analoge wijze:

Byik T Pkji T Bikj

¢) Uit (5) zien we meteen bij verwisseling van i en j:
%k T "Pjik
De oploSsingen van 5 spannen dus een invariante deelruimte van di-
mensie 1 op, behorende bij 1=0, Uit: |
D)X D XD, =D+ 3D + 2D, + D,
lezen we dat deze antisymmetrische tensoren van de derde orde zich als

pseudo-scalars onder transformatie véh hétvassensteISel gedragen.

Voor 1=1 vinden we uit () :

1j%ssk * ijaiss + gk‘iasjs-ajik—aikj_akji-zai_jk =0 @

| - | J r : ,
Tensoren van de vorm ijxk9 J;kyj, cjkzi voldoen aan (:) » en deze

oplossingen spannen een 9-dimensionale ruimte op, die samenvalt met

de invariante deelruimte voor 1=1, waarin een 3-voud van D1 werkt en

die dus Jjuist 9-dimensionaal moet zijn.

Voor 1=2 geldt m.b,v,

+a .. =0

254 ikj kji

jik T @
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De oplossingen van 8 moeten de invariante deelruimte, behorende bij

. 1=2, opspannen, waarin 2 maal D;.werkt, dus dimensie 10 moet hebben.

Tenslotte vinden we voor 1=3:
. - 25ik 2iki 2 kji
ijk - 3

de ruimte van symmetrische tensoren met alle mogelijke sporen nul,
- waarin e¢en irreducibele representatie van gewicht 3 werkt en die dus

7 dimensionaal is,

Voor 1=1 en 1=2 kunnen we de betreffende deelruimten nog splitsen
in 3 resp. 2 onderruimten. Deze splitsing'is niet eenduidig meer, zo-
" ‘als we reeds verwachtten, én kan uitgevoerd worden met de methodes-I,.
.II of III. (Zie ook het voornocemde artikelvan Gel'fand en Shapiro, blz,
265) .

II 4.4. Spinoren en spinorrepresentaties

' Definitie: Een spinor is een grootheid, gegeven in ieder assenstelsel
in de 3-dim, Eucl, ruimte door twee op het teken na bepaalde getalle-
tjes {al,aZ} . diekbij rotatie (rotatiespiegeling) van het assenstel-

sel transformeert als:
N - ",'

21 _&31 P
, £
a2 =—§a1+§a2
A
. 1 *
waarbij: & = + cos y/z e 2 .
X , P
i r2_ 5

L= +sin ¥/, e
2
als @19L? en @2 de betreffende Eulerse hoeken van de rotatie zijn,
1
Korter: een spinor is een grootheid {a‘,azg die transformeert

onder de irreducibele representatie van gewicht 4. We schrijven de

matrices uit deze representatie als;:

(bsll S12\3

So1 S22 /
We definiéren nu: Een spinor van de orde r ks een grootheid van 23’
-tot op het teken na bepaalde, getallen a "~ »r (%3=1,2), gegeven in

ieder assenstelsel, die bij rotatie (rotatiespiegeling) transformeert

NN Y

als: = g s a
> v o ) e, ] 9 0 0 L A
B ' »}Alxl Ar%r -

a
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’we sprekeh in dit geval van een contravariante spinor van orde r, We

zien meteen dat de spincrrepresentatie van orde’r het product is van

r irreducibele representaties van gewicht 3. De analogie met tensoren
is volledig,

Symmetrische spinoren

Myeeoh,

Eén spinor a. heet symmetrisch, als al zijn componenten on-

veranderd blijven onder willekeurige permutatie van de indices

Daar Ai slechts de waarden 1 en 2 kan aannemen, is een wille-

’ keurlge component van een symmetrlsche sSpinor altljd terug te brengen

op: Uil o0 11...1,22,,.2 . 22.....2
B 0 bamf“d e O B

r r~k . k . r

Kenneli jk vormen de symmetrische spinoren van orde r een r+l1 dimensio~
. de

nale deelruimte van de ruimte van alle r ~ orde spinoren., Deze deel-

ruimte is invariant t.o.v. de spinorrepresentatie, daar iedere permuw

tatie operator commuteert met de spinor representatie:

® 9 .
xloookra loon#r /%loou/@’lsr

Pa a = 8 0o0oB &

= oous DPa
Ay

waaruit we zien dat de symmetrie van de spinor onder transformatie be~
houden blijft,

We gaan nu aantonen, dat de representatie in deze deelruimte irre-
_du01be1 is. Stel rz=21 (dug 1 heel- of halftalllg) Voldoende is te
bewijzen, dat de operator H( ) in deze ruimte r+l = 21+1 versahillende
eigenwaarden heeft, zodat dum de eigenvectoren van Hgkde gehele deel-

ruimte der symmetrische spinoren opspannen,

() }\sl”"xr ‘,&ﬁzxznnkr | _)\1°°°er1/‘“’
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waarbi j p; en p, de aantallen van resp. éénen en tweden onder de indices
Al tot Alg .

Dus een spinor, waarvan de componenten met zeker aantal-(pl),éénen en
pg twe&en ongelijk nul zijn, en alle andere componentén nul zijn, is

(r)

een eigenspinor van H bij eigenWaarde %(»p:+pg),

Beschouw nu.de symmetrlsche spinor f met dié componenten, die

oo 000l
terug te voeren zijn op all 1 2 gelijk aan 1, alle andere nul,

1-m 1+m (r)

Dan is'fm elgenspinor van H met:

(r) = %{ (1-m) + (1+m)} £ =mz .

Daar<wié m §1'zijn er dus 21+l.= r+l verschillende eigenwaarden. De
’spihqren fm vormen, op een factor na, de elementen van de cahoniséhe
basis, ' ' ‘

We hebben dus aangétoondﬂ dat alle irreducibele representaties
van de rotatiegroep in ruimtes van symmetrische~spinqren gerealiseerd
-worden, waarbij symmetrische spinoren van even.rang de heeltallige en.

die van oneven rang de halftallige representaties voortbrengen,

Spinoralgebra '
Alooux
Het spoor van een spinor a definieren we als:
Al“.oAx) XSHOBAI" &EﬁASGODN
Spa =b = %ﬁf &
; . " .“ o 1 . Pr—— " .
met €& = (zie veor 1nvcer1ng van & : Liubarski, Anwen-.
1 o/

dungen der Gruppentheorie in der Physik § 48) .

De zo verkregen grootheid is inderdasd weer een spinor want:

zij & = (sij) een matrix met de representatie van gewicht %, dan

geldt: T
S"e8 = &

en dus:
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b}\é.uo}\;‘, : . ag{@)\éueolx;' i 5 6 . s s aAl.”’}\T
o« LB ARy LA AT |
' Ayoosh
T , 1 T
(s & s) Kikzs)va‘)\so” ‘;\91-}\1'&
XI'OQ&

=& [ 0008y cr a
)\1"\25}& 3x3 xr)\\r
. A3000Ar
= 8, eeeS. o b

9
ASB A:|r°r

" We voeren covariante componenten { bl”bz% in door:

o
by = b
A
De covariante compoenten van een spinor transformeren volgens de toe-

gevoegd complexe matrices s:

want &sé_l =8

-en dus: . -, ‘
b, =€&, ,b =¢ 8 , bt =g, .8 b.
bk! ’)\1“1 x'éﬂ' Qﬁi’(,% é/\ @i’@i?g(gﬂ ){%A /\\

._1 ’ .
= (£8§g );\,}\ a = QA'A,a)\.

Voor spinoren van willekeurige orde:

b;):j“‘xrf;@-}“ Kbm}\zo.,& ..
1

In het algemeen zal dus:.
Mool - - Ayooeh,
a@’i'”g-;) = SK-]'_&]_.’MS' ;'ArS&i@’].o"ns@;)@paﬁal.a.@p

Ontbinding van een spinorrepresentatie in irreducibele delen

Een ruimte van spinoren van orde r kunnen we splitsen in invariante
deelruimtes, Eén daarvan vonden we reeds, de r+l dimensionale deel~
ruimte der symmetrische spinoren, die we juist in de hoogste diago-

naal aantreffen,



2 2 b Zij p(r,1) het aantal irreduci-
r
r=1 1 bele representaties van gewicht
r=9 1 1 1 in de splnorrepresgntat;e van?‘;~
r=3 2 1 ‘orde_ry dan: _
r= 2 3 1 1#0: p(r+1,1) =j(r,1-3) +
r=5 5 4 1 +,u’(r’1+%)
=6 5 9 5 1

T ‘ 1=0: p(r+1,0) =pm(r,}).

14 ). |14 6 : -

fig.2

11.4.5. Ontwikkeling van vector- en tensorvelden

We hebben reeds ontwikkeld: de op de eenheidsbol kwadratisch integreer-
bare functies f@,9) naar bolfuncties Y?(ﬁﬁ@)n d.w.z. scalarvelden.

Deze ontwikkeling wordt vaak in bolsymmetfische pfoblemen gebruikt.

We gaan nu vector- en tensorvelden ontwikkelen; onze werkwijze
zal in grote trekken zijn: de reductie van de representatie van de

draaigroep, die door rotatie van het veld wordt voortgebracht.

a. Vectorveld a(x),

We roteren het gehele veld en laten het assenstelsel in rust,

Noem deze rotatie gom

Beschouwen we nu na deze rotatie het vectorveld in een punt x, dan
treffen we daar de vector a'(x) aan, die uit de vector in het punt

g, 1xg gevolgd door een transformatie gy¢ die (per definitie) uit de

3-dimensionale irreducibele representatie stamt, ontstaan is, dus:

a'(x) = goa(gomlx)sa D(go) a(x),

D vormt een representatie want, als gl een rotatie is, dan:

D(gl)a'(x) D(gl){D(go)a(x)} = D(gl){ g, a(gotlx)}zt

-1 -1 -1
= 8,8, at(g0 g X) = glgoa((glgo) x)

D(glgo)a(x)u
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We nemen alleen vectoren gedefinieerd op de eenheidsbel (want punten
op een bol met oorsprong als middelpunt blijven punten op die bol na
rotatie go)° Een punt P op de bol heeft cecdrdinateny en ¥*, dus het

vectorveld op de eenheidsbol is:

a = a(’l‘)’ﬁf?),

We noemende componenten in het systeem Ox, Oy, 0z; ax(ﬁyw), aycﬁ,g) en
azQﬁ,¢). We zouden iedere component afzonderlijk naar bolfuncties kun-
nen ontwikkelen, maar dit geeft geen makkelijk hanteerbaar resultaat:
bij rotatie gaat iedere component van a(¥,{) over in een lineaire com-
binatie van de drie, d.w.z. transformeert niet als een scalarfunctie,
Beschouw de normaalcomponent an(P)~ Deze gaat bij rotatie g, over

in de normaalcomponent in go—lp:

-1
D(go)an(P) =a (g "P).

D,w.z. de functie an(P) transformeert als een scalarfunctie. Ons pro-
bleem is dus twee andere componenten van a(P) te zoeken (betrokken op
onderling loocdrechte assen, waarop de normaal eveneens locdrecht staat),
die als scalarfuncties transformeren, dus onafhaankelijk van elkaar.

Hiertoe gaan we de vectorfunctiie, die afhankelijk is van twee va-
riabelen ¢} en ¢, transformeren in één, die van de drie Eulerse paiame-
ters-q')l,@ en ¢, afhankelijk is.

Neem een orthonormale triade e in punt P, met e, in de

17%2°°3 3

richting van de normaal in P. Verplaatsen we deze triade evenwijdig

: aan zichzelf, tot zijn oor-
sprong met O samenvalt, dan
zien we dat hij uit de triade
Ox, Oy, Oz is ontstaan door
een rotatie g (Oxwe,el,
Oy —s

0 0z —» eS).

f{.;/
Met iedere triade op de bol kunnen we op deze wijze een rotatie g asso-

cieren. Transformeren we deze triade met een rotatie 8, dan ontstaat

een triade waarmee we de rotatie gog kunnen associeren.
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We kunnen dus een trisde vastleggen door de drie Eulerse hoeken {Pl,@
en Q‘)Z van de drasiing g waarmee hij correspondesrt te geven., De oor-
sprong van de triade, P, op de bel, met codrdinaten & en ¢ligt even-
eens door de C,ﬁl,@ , €en (()2 vast: in Eulerse parameters uitgedrukt

wordt P door de laatste kolom van de matrix op blz.15 van deze sylla-
bus weergegevern; na identificatie met de codrdinaten ing en VY uitge-~

drukt blijkt:

i')=@ 7 = -,
Pty 3 €

We zien dat P en dus de normaal in P onafhankelijk zijn van @1. e, en

1
e, liggen in het raakvlak in P, en kangen wel van cpl af,
Neem een rotatie g' met Eulerse hoeken 4/)1 +@', © en qaz, waarmee

dus een trizade in P correspcndeert, die we e, e! en e' noemen, en
i 2 3 ’

waarveor geldt:

e = - o ¥ ;. a1
\,1 = 91 \.OSQ’/ -+ ez Slnq}

&
eé =-e. Sin ¢' + e

e
1 CcOSs f/ o

2

Deor transformatie ¢ =7, ¢'

11

4;01 krijgen we dan:

€1 (q91+7§;@;q;2), = “‘9@ oS @y eﬂ sin @,

fi

€y @ +7:0,4,) e‘?} sing, + &g COS ) ©)

e, (¢, +7%,0,4,) = e s

waarblj e, en ey eenbeidsvectoren langs de raaklijn asn resp. breedte-~

(7]

\
cirkel en meridisan in de richting van toenermende hoekgrcotte zijn in P
met codrdinaten@ en Py =5

De componenten van a(P) betrokken op e;s€, en e, zijn a,,8, en ag,
en evenals de e, afhankeli jk van q’)l,e en Qz, dus van g.

Met behulp van (3) zien we dan dat:

ay 4')1+7L;9,x}’2) = ~a, cos Pyt ey sing,
az(f(z‘l-*’-}&;.@,q’z) = a(;* sin (pl + 5@9 cos ¢,
2 (700090 = a)

(a@, B9 cobrdinaten van a(P)
i m.b.t. e en e,)

g
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Voer in:
a, = a; - ia,
a_ = a; +ia
dan is: ig
a+0?1,9,?2) = (-%p-i%r)e -
-1@1 5

a‘_ (491 999¢2)

Il

(~%P+iav)e

zoals we uit @ zien,

L. , s g T
a, en aﬂ zijn alleen vang en J afhankelijk, d.w.z. van (pz 5 en 2]

vflgens C} .

Hoe transformeren de codrdinaten ai(g) (i=1,2,3) nu onder een
rotatie go? De triade €185, en de vector a(P) worden door dezelfde
rotatie g, getransformeerd, zodat de codrdinaten ai(P) in de nieuwe

triade dezelfde zijn:
1 .
a;(g g) = a, (g)

-1
. , 1 =
ofwel: ai(g) ai(go g).

We zien dus dat de functies al(g), az(g) en as(g) onafhankelijk van
elkaar transformeren onder de rotatie goa

We zagen reeds in 1I.3., hoe we een op de rotatiegroep kwadra-
tische integreerbare functie konden ontwikkelen naar gegeneraliseerde
bolfuncties D;nﬁpl,e,@z). Daarbij hadden we echter gebruik gemaakt van
de representatie, die gegenereerd werd door vermenigvuldiging van
rechts met een rotatie g, van het argument van de functie.

De transformatie

~ 1

a (g) = ak(gm )

geeft echter direct het gewenste resultaat:

Mreon ooty L =1 ~1, A )
a,(g) =a(g”) = a, (e, "87) = a, (gg ).
Deze transformatie is in feite het verwisselen van de argumenten

@1,0 en.¢2 in resp.vc—gb,e enfnh)Qla De relaties (E} worden dus:
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a+(<pl,9,4¢72) = e (a¢+1aﬁ)
iy
& 2 .
am(glge,yz) = e (%%-1%&) .
Yoorts is P nu bepaald door de @oﬁrdinaten%§°-¢l4en 9, We zien dus,

dat §+ alleen in de ewmachi;¢2-afhankelijk is, evenals de‘g_, We

kunnen hen dus ontwikkelen naar gegeneraliseerde bolfuncties D1 en

. in
D:ln resp. De radié&le component kunnen we, daar hij onafhankelijk van
s . 1 2 1 T _
@2 is, onthkkelen.naar Don =V 331 Yn(2 pl,e).
Resumerend:

Een vectorveld gedefinieerd op de eenheidsbol kunnen we ontwik-
kelen naar gegeneraliseerde bolfuncties. In een punt P op de bol, ge~
geven doorzazrenzﬁ’p beschouwen we de componenten ay,azyen a., resp.

langs de breedtecirkel;, meridiaancirkel en straat. De functies:

o e
e -ia$?(@,l9)+1aﬁ @, }

d, (7,,9,%,)
i

§ ;
e 2{‘§$(¢,§)~i%ﬁ(¢,d)}

'5:;‘_' (qol 99,,?’2)

‘Xr((;ylpeg%) = a_(9,9)

g i F e 5 ‘ . : 1 1 1
met ¥= 0 en (= 5 %1 gaan we ontwikkelen naar Dln’ D—ln en Don resp.,
waarbij ~img, —inq
Dl = e 2 Pl (cos O)e 1,
mn mn
Fmep
Dan delen we de gemeenschappelijke factor e in het eerste en het

1zsrste geval weg, zodat we ontwikkelingen voor a¢ + 1ag4 krijgen. a
, s . . 1 _ oL 7 5
gunnen we ontwikkelen (zie ook II 3.9) naar Don- v 2;%1 Yn(2 ¢ .
Ontwikkeling van willekeurige grootheden

We beschouwen nu in ieder punt op de eenheidsbol een grootheid,
gegeven door 210+1 getallen, die onder rotatie volgens de irreducibele
regpresentatie van gewicht 10 transformeert,

Als f de grootheid voorstelt en cm de mde component (~1°s mg 10),

dan is onder rctatie go:



¢! = < a (g )
m- g mn S0’ n
n=-1
o
ofwel: £f! = U(go)f.

Het veld, door f op de eenheidsbol bepaald, transformeert onder rotatie

go als -1
D(go):f(x) = U(gO)f(go x).

Evenals ﬂij het vectorveld is hier van een representatie van de
draaigroep sprake.

Om nu een ontwikkeling te verkrijgen gaan we op volkomen analoge
wijze te werk, We kiezen een punt P op de eenheidsbol, bepaald door &
en i} ; cm(g) zijn de cobrdinaten van de grootheid in een basis die door
rotatie g uit de oorspronkelijke is verkregen en die als oorsprong P

heeft, Dan is 1
cm(g) = z amn(g)cn .

m=-~1
o}

Onder een rotatie go van het veld transformeren de cm(g) onafhankeli jk
van elkaar: de componenten in de nieuwe basis c&(gog) zijn gelijk aan

de overeenkomstige in de oude basis cm(g), d.w.z.:
c'(@) =c (g tg)
m m o *

Voer weer de functies gﬁ(g)ﬁﬁcm(g_l) in zodat:
e A
D(g Jc (g) = c (eg ).

Voorts is: )
-im

Simg,
€ (9,0,¢,) = e

‘Zé’m(cr»l,e,O) .

We zien nu dat we %m naar D;n moeten ontwikkelen: de gemeenschappeli jke
factor e "2 kunnen we wegdelen, zodat we een ontwikkeling voor
%§(¢1,9,o) overhouden, waarbi j @1 en © op dezelfde wijze als in het

voorgaande metq3enﬁﬁ'samenhangen:



' . oo 1
T 8 _imgy 1 1 .
cm(z ,4,0) = e Z Z a Dmn@l,e,gﬁz)
1=m n=-1
P
00 1 -in(= —%0
= Z Ei al pt (cos e 2 .
mn - mn
I=m n=-1

Voor de ontwikkeling van een tensorveld zie men het artikel van

Gel'fand en Shapiro,

11.4.6, Rotatie-invariante vergeli jkingen

17273
geven dit N-tal weer door

V (x)%g%3) -

Zij f&(x X, X ),,..;?%(xlxzxs) een N-tal onbekende functies. We

Voorts is gegeven een systeem van N partiéle differentiaalver-

gelijkingen van de eerste orde, geschréven als:
v , 1 ¥ R,
I~'189x FLZ@X+L35>X+WO @
1 2 3

De Li zijn N XN matrices en Kk is een complex getal. Laat het N-tal
functies onder rotatie g van het assenstelsel onder elkaar transfor-
meren volgens de representatiematrix D(g) (niet noodzakelijk irredu-
cibel). Dus:

HV'(xixéxé) = D(g)yv(x1x2x3) ‘ @

waarbij D(g) een NX N matrix is, onafhankeli jk van‘§.

Definitie:

Het systeem vergeli jkingen Q) heet invariant onder rotatie wvan het
assenstelsel, d.w.z. een codrdinatentransformatie x' = gx, als Li
(i=1,2,3) en K dezelfde numerieke waarden hebben in de vergelijking:

> 1, W
zLiaxi+KW'=0

i=1
waarbij Y' door @§ gegeven is.

We gaan nu kriteria zoeken, opdat (@} aan de eis van invariantie vol-

doet.



We roteren het.assenstelsels

3
=2 &i5%;

J=1
-1 v
Voorts is ¥' = D(e)¥=py =D ~(g)y
en 38 = §%:g'k 5@7
Xk oi=1 E 9%y

Substitueer dit in (I)

3 3 @y -1
g; Ei{gikl‘k a(D(ag:;f : }”“D(g”{f' =0. &

D(g) is een constante matrix, dus krijgen we, na vermenlgvuldlglng

van links met D(g):
3

k=1 i=1

Het invariantie kriterium wordt nu:

-1
> g, D@LD(E = L,

k=1

2 {g D(g)L, D(g) ai‘f—}w m;f

(i=1,2,3)

&

Uit (:) kunnen we'door een truc de volgende conclugie trekken:

Neem een vector (pl,pz,pS) en beschouw de matrix Ei L. p ‘o

Onder een rotatie g verandert de matrlx L1 in:

ZgL

dus EZ, L. p gaat over in E: :i glkLkp zi Lkpk
k=1

i=1 i=l k=1

waarbij z: glkp .

i=1
Met behulp van Q} zien we:

3

3
Z M

i= 1

1l

k=1

Z, Z g P D(e)L,D(g) =

D(g){ Z Lkpk} D l(e).

-1

3

k=1

-1
Z D(g)L, p, D(g)

G
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We kunnen nu de karakteristieke veelterm van het invariante systeem

bepalen; uit (6} blijkt:

3 3
det > L;p, =det 2 ILopr . Q)
iz k=1

‘Daar ieder tweetal vectoren met dezelfde lengte door rotatie in
elkaar overgevoerd kan worden, is het karakteristieke polynoom van
het invariante systgem wegens (:) slechts afhankelijk van (pf+p§+p§)%,

Bovendien is det (EZ Lipi) homogeen van de graad N in P, d.w.z.:

i=1 3
2 2 2 N/z
det Z L;p; = C(p]+D,+py)
i=1
en daar het karakteristieke polynoom zeker rationaal is in pi, moet

g een geheel getal zijn,

Conclusie: Als het systeem (:} van N parti&le differentiaalvergelij-
kingen invariant is onder rotaties moet N even zijn,

Het invariantiekriterium (:) kunnen we ook op een andere - equivalente -
manier weergeven.

Beschouw de infinitesimale draaiing om de x~as:

g=e+al%+.”

dan is D(g) = E + Al%
1% -
Substitueren we dit in (:) dan krijgen we, na coéfficiénten te hebben
vergeleken: : _
[4,,]=0

[4,,5,] = L,

[Al,L3] ==L, .

en D—l(g) =E - A

Door substitutie van g=e+a2§ en g=e+a3‘s krijgen we analoge uitdrukkin-

gen voor AZ en AS:

'] . R
[A29L1-JI - L39 [A39L1] - LZ v
[Az,Lz] = 0, [AS,LZJ =-L,

[AZ,L33 = L, [A3,L3] =0
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Het bewijs, dat uit 65 en (E} (i}volgt, is volkomen analoog met de
bewi jsvoering, waarmee we aantocnden, dat een representatie geheel

door z'n infinitesimale operatoren A1°A2 en A3 bepaald is. Dus:
@

2Ly en L te vinden, gaan we L, en 1, uit (8 en (9) elimine~

ren, waarbij we gebruik maken van de ladder operatoren

Om nu L

H+ = H1 + 1Hé = 1A1 - A2
en H = H1 - 1H2 = 1A1 + AZ .
en @ volgt:

(1,8 ]= il;LS,Al] + [L37A23= iL, = L,

terwijl:
[ ar,-z),8 )= [iLszlﬂiAl—Az} = -[1,.8, 7 + [Ll,Azl
= 2L,
L, moet dus voldoen aan:
T L3»H3] =0 .
en !;ELs,H_n]g H_J = 2L, @)

expliciet uit ﬁgi' te bepalen, en dan L. en L

Het is mogelijk L 1 9

3
m.,b.v. T

= ] : = = r | te vinden
L, [AZ,LS en L, | A, L, | t nden,

Men zie hiervoor het artikel van Gel'fand en Shapiro.,
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I1X. De Lorentz-groep door J. Hilgevoord

I1T. 1. De volle lLorentz-groep en de vier klassen van Lorentz-trans-

formaties

De Lorentz-groep is de groep van alle reé&le, 1lineaire, homogene

transformaties
3
(1.1) = 2 g
1=0
van de coordlnaten xo,x1 xz,x3 die de vorm
2 2 2
(1.2) S (x) = x2 - %2 L %2 . xP

0 1 2 3
invariant laten.
We volgen de notatie van Gel'fand, Minlos en Shapiro, hoewel deze zeer
veel verschilt van de in de fysica gebruikelijke. Daar het ons toch al-
leen om de mathematische eigenschappen gaat,is dit niet zo belangri jk.
Echter, bij de naamgeving van de verschillende Lorentz~groepen, ; volgen
we de in de fysica meest gebruikelijke conventie. De vertaling van onze

conventie in die van Gel'fand et.al. wordt gegeven in het volgende

lijstje
Wi . Gel'fand et. al.
volle Lorentz.groep algemene Lorentz-groep
orthochrone Lorentz-groep complete Lorentz-groep of ook
Lorentz-groep
eigenlijke Lorentz-groep geen naam
beperkte Lorentz-groep eigenlijke Lorentz-groep.

De boven gedefinieerde groep van alle {re&le)  Lorentz-transformaties

noemen we de volle Lorentz-groep.

Voer in de matrix

1
(1.3) -
e
Dan is
o - 3
(1.4) ST{x) = 1 X X
k“T=0 kl "'k1
Invariantie van (1.4} onder de transformatie (1,1) vereist dat
1.5 . I = .
(1.5) k1 zg:g berpr Bpog Beg
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of ook
(1.6) .. I =g I¢g

waarin gT de getransponeerde matrix is.
{Vergelijk dit met hoofdstuk II(3.1) voor de draaigroep; voor de draai-
groep is g de eenheids-matrix).

Hieruit volgt weer, evénals voor de draaigroep, door het nemen van

de determinant
(1.7) © (det g)z =1 => det g =+ 1.

Maar nu is er nog een tweede relatie waaraan alle Lorentz-transformaties

voldoen. Kies nl. in (1.5) k=1=0 en werk de som uit:

2 2 2 2
L= ()" ¢ (yy) + (850 - (8gp)
2 2
(1.8) .. (gy) =1+ 121 850
Daar gkl reégel is, betekent dit dat
. < -1,
(1.9).. g00> 1 of 00 1

Dus gOO neemt nooit waarden tussen 1 en -1 aan.
We kunnen dus vier klassen van Lorentz-transformaties onderschei-

den, die we aanduiden door

0 + v ¥
L .

+ - + -
De index + geeft het teken van de determinant aan, het pijltje het
teken van het element €00°
: . 5 . 4 . €-1).
(Pijl omhoog: 800 > 1, pijl omlaag: €60 1)
Om deze notatie duidelijk te maken eerst een paar woorden over de bete~-

kenis van (1.9).

Uit de definitie van Lorentz-transformatie volgt dat de opperviak-

ken in de 4-dimensionale ruimte
2
8 (x) = c{onstant).

onder Lorentz-transformaties in zich zelf overgevoerd worden.

Deze oppervlakken zijn hyperboloiden.
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We onderscheiden de volgende vier gevallen:

c <0 één~bladige hyperboloide; x heet ruimteachtig
¢ » 0 twee-bladige hyperboloide; x heet tijdachtig
1) x # 0; twee-bladige kegel:

de lichtkegel. ; x heet lichtachtig

0
il
o

2) x = 0; een enkel punt.

Deze indeling is natuurlijk Lorentz-invariant.

Ao c=0

>Xg

c=0

{Doorsneden v.d. hyperboloiden met het vlak xo,x )

De hyperboloide voor ¢ < 0 is in het (xo, x )~vlak ook twee~bladig
maar is dit niet meer in 3 en 4 dimensies. Die voor c > 0 blijft echter
twee-bladig, zoals direct te zien is als we zijn vergelijking schrijven

als

X = + V/xz + x2 + x2 + lclz .
o - 1 2 3

Punten van het bovenblad kunnen overgevoerd worden in punten van het
beneden blad door elementen van de volle Lorentz-groep. Of dit al of

niet gebeurt wordt nu juist bepaald door het teken van g en wel

00’
veranderen transformaties met g002= 1 nooit het teken van Xy
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terwijl transformaties met gooé ~1 dit teken altijd veranderen.

Beschouw, om dit in te zien, de speciale vector x (XO,O,O,O). Onder

¥

een Lorentz~transformatie gaat hij over in x =(x0,xl,x2,x3) met

~

*o = Boo o

Voor deze speciale vector is het beweerde dus duidelijk. Nu kan
elke vector van het bovenblad uit de speciale vector (XO,O,O,O,) ver-
kregen worden door continue verandering van de componenten. Daarbij
verandert de beeld vector ; ook continu. Was de beeld-vector eenmaal
op het beneden blad (boven blad), dan moet hij daar dus op blijven.
Hiermee is het gestelde bewezen. Dus de transformaties van het type
2 1 keren de richting van de tijd (d.i. het teken van xo) niet om,

g
00
die van het type go0 < =1 doen dit wel. Dit verklaart de notatie L

en L . BeperRen we ons dus tot transformaties van het type L¢, de zgn.
orthochrone lorentz-transformaties, dan zijn ook de beide bladen van
de twee-bladige hyperboloiden apart invariant.

Van de vier klassen L:, Lr, Li, Lf vormt alleen de eerste weer
een groep, de beperkte Lorentz-~groep. We zullen later zien dat het een.
samenhangende groep is, d.w.z. ieder paar elementen kan door een conti-
nue verandering van de parameters in elkaar overgevoerd worden. Dat de
andere drie klassen géén groep vormen volgt direct uit de waarden van
de determinant en de betekenis van het pijltje; het product van twee
transformaties die het teken van x0 veranderen, :grandert dit teken niet
etc. We zien op dezelfde manier ook direct dat L+ een invariante onder-
groep is, en eveneens dat de vereniging van L+ met ieder van de andere

drie klassen wel een groep vormt {(maar geen samenhangende):

L+ + L+ E L+ eigenlijke lorentz-groep
A L _ 4

L+ + L_ = L orthochrone Lorentz-groep.

Lz + Lj geen naam.

Merkwaardig genoeg speelt juist de groep zonder naam in de fysica op

het ogenblik de hoofdrol. Om dit in te zien merken we op dat de klassen

4

v +
L, L en L+ de spiegelingen van ruimte en tijd bevatten, nl.
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Lf bevat de transformatie
(1;1
P =
=1
v =1
L bevat
- f=1
T o= 1
1
L& bevat
+

* 1
-1
py = =1
T A
‘ 1

Symbolisch kunnen we schrijven -

3 r $ v K
L' =P.L ;L =T.L ; L =PT.L_ .

— 4 s + had

Hiermee wordt bedceld dat ieder element van Lf op unieke wijze verkre-
4 -
gen kan worden door een element van L+ te vermenigvuldigen met P, en

analoog voor de andere klassen.

¢

o
Het bewijs is eenvoudig: Stel Ae L' en schriifA::PAl,dan is 1 ‘AI

o)
uniek bepaald en gelijk aan Al = PA, daar P‘2 =1; 2, Ale Lf, want A

noch P keren het teken van de x. om, terwijl beide determinant ~1 heb-

0
ben. Evenzo voor de andere gevallen.

De spiegelingen zijn discontinue transformaties, d.w.z. niet con-
tinu verbonden met de eenheid, want het teken van de determinant en het
teken van €00 kan niet continu veranderen.

Nu blijkt de natuur niet invariant te zijn onder de transformaties

P en PT (de beroemde pariteitscrigis van 1956), maar voor zover men

¥

weet wel onder T. Dug hef schijnt juist de groep L: + L~ te zijﬁ die

belangrijk is voor de natuurkunde.

We merken nog op dai de hyperboloiden niet alleen invariant zijn
onder de transformaties van de volle Lorentz-groep, maar dat er ook
bij elk =weetal punten x en y op dezelfde hyperboloide een Lorentz-
transformatie is die ze in elkaar overvoert { en in feite zijn er on-
eindig veel van zulke lorentz-tranzformaties). Om dit in te zien mer-
ken we in de eersie plaats op dat ingeval ¢ » 0 is, de twee bladen van
de hyperboloide met elkaar verbonden kunnen worden door de transforma-
tie T. We mogen dus aannemen dat de twee punten niet alleen op dezelfde

hyperboloide, maar cok op hetzelide blad liggen.
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Verder kan ieder van de punten door een zuivere rotatie (d.i. een

Lorentztransformatie met determinant 1 die XO invariant laat) in het

3
Het probleem is nu gereduceerd tot het in elkaar transformeren van twee

~

(xo,xs)—vlak gebracht worden en wel zo dat x_ > 0 is: x = RIX’ y = Rzy'
punten x en y van dezelfde tak van een hyperbool in het (xo,xs)-vlak
door een twee-dimensionale (zgn. zuivere) lorentz-transformatie Tévan
de cobrdinaten x_ en x_. Dit kan altijd (zie 8 2). Dus x = qsy en

0 3
-1
X = R1 T3R2 y = Ay. Hierin is A de gezochte Lorentz-transformatie.
Behalve A voldoen ook alle Lorentz-transformaties van de vorm Al A/\z
waarin /\1 en Az Lorentz~transformaties zijn die x resp. y invariant

laten.

I11I. 2. De beperkte lorentz-groep en zijn relatie met de twee-~dimensio-

nale unimodulaire groep

I1I1. 2.1. De beperkte Lorentz-groep

In het voorgaande hebben we gezien dat de elementen van de volle
Lorentz-groep geschreven kunnen worden als product van een element van
de beperkte Lorentz-groep Lr en een van de spiegelingen P,T of PT.

In hgt volgende beperken we ons tot de elementen van LI. We onder-

scheiden twee speciale typen van elementen:

1) De zuivere rotaties. Dat zijn de elementen van de vorm

1

waarin R een rotatie is in de 3=dimensionale ruimte (xl,xz,xs). Deze

vormen een ondergroep van LI. I.h.b. heeft een rotatie over een hoek 4

om de X =as de vorm: 1

cos ¢ -sin ¢

sin q) cos @
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2) De zuivere Lorentz-transformaties. Dit zijn de bekende Lorentz-

transformaties die corresponderen met de overgang naar een bewegend
assenstelsel, zonder de ruimtelijke codrdinaten-assen te draaien. I.h.b.
correspondeert met de overgang op een stelsel dat met snelheid v beweegt

in de richting van de negatieve x,-as, de transformatie.

3

R ct + v/e x
.73
ct = , X =X

1 1’
‘/ 2
1 v /02

>

(2.1)

" x3 + v/c. ct
X, = , X, = X_.

3
/ 2
1 -v /02

Hierin is t de tijd en ¢ de lichtsnelheid: X, = ct. Er is nu altijd een

>

reéle % te vinden, zodat

12 =ch%; v/e =sh X,
1-v /c2 V 1-v /02

: 2 2
want aan de relatie ch y - sh % =1 isvvoldaan. Dan correspondeert met

(2.1) de matrix

ch.x, sh X
sh ) ch )( .
1

1

De zuivere Lgrentz-transformatie is dus een "hyperbolische' draaiing

in het (xo,xs)—vlak over een hoek X , waarbij
(2.2) th)[ = v/c.

Algemeen correspondeert een zuivere Lorentz-transformatie met snelheid
oD

v, met een hyperBolische draaiing in het vlak door x_ en ;, over een
hoek X = arcth lvl/c.

Een belangrijk onderscheid tussen de gewone en de hyperbolische

0

draaiingen is dat in de laatsten de matrix elementen willekeurig

groot kunnen worden:voor v/c —>1 worden l/ch)fl en }’sh %] willekeurig grobt.
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Dat betekent dat de lLorentz-groep geen compacte groep is, wat belang-
rijke consequenties heeft voor de theorie van de representaties, zoals
we nog zullen zien.

We hebben het volgehde theorema.

Theorema III.1

Iedere g e L: kan geschreven worden als
— — i g
g = 8y gz of als g = gz gl
waarin gz en‘g; zuivere rotaties zijn en gl en gi zuivere lLorentz-

transformaties; deze ontbinding is uniek.

Bewijs: Beschouw een willekeurig punt Po op de positieve x ~as. Stel
gPO = A. Dan ligt A op het boven blad van dezelfde hyperboloide waarop
PO ligt. In het vlak door A en de xomas beschouwen we de zuivere Lorentz-

transformatie T, , die P, overvoert in A. Deze transformatie is ééndui-

dig bepaald dooroge hyperbolische hoek % tussen P0 en A (vergelijk de
gewone draaiingen in een vlak). Definieer dan gz door g = TP Agz dan
voert gy het punt Po in zichzelf over, en is dus een zuivere rotatie:
-1 -1 .

POA g Po = TPOA A = Poc Verde? is gl = TPOA,

Omn g = gé gi te bewijzen beschouwen we het punt B = gnl PO en definieren

8y P = T

o

de zuivere Lorentz-transformatie TBP i%,y§t vlak door B en de xo-as:
) L b O

. -1
= ..D i ': 0= °
TBPO B PO an is gl TBPO en gz g TBPO
o 3. . N~y . ~ o~
Tenslotte de eenduidigheid. Stel glgz = glgz, Uit glgz Po = glgzPO
volgt glPo = % P .g en El zijn dus zuivere Lorentz-transformaties die
o}

1 1

PO in hetzelfde punt overvoeren. Daar ze door dit punt eenduidig be-

paald worden zijn ze gelijk.

Uit dit theorema volgt onmiddellijk dat de beperkte Lorentz-groep

¢ . . . . .
L+'samenhangend is, want iedere rotatie en iedere zuivere lorentz-

transformatie kan op continue wijze met de eenheid verbonden worden.
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I11T. 2.2. Relatie van LT

L met de twee~dimensionale unimodulaire groep

De unimodulaire groep C_ is #e groep van alle twee-dimensionale

complexe matrices met determ?nant 1. We zullen de matrices van deze
groep aanduiden met A.

Deze groep is homomorph met de beperkte lLorentz groep L: , en wel
is deze homomorphie tweémwaardig:

T.
g> 1A (geL+, Ae 02).

In deze homomorphie is bevat de vroeger gevonden homomorphie van de
drie-dimensionale draaigroep met de unitaire, unimodulaire, groep SUZ’
zoals we zullen zien.

Voor het bewijs beschouwen we een reéle  viervector x met compo-

nenten {(x xS), Vorm de hermitische matrix

O’XIJXZ)

(2.3) x=zf ©

X Y A%, x5 < %
Met elke re&de. vier-vector correspondeert op deze wijze een unieke
hermitischev2 ¥ 2 matrix en omgekeerd. Laat nu A € 62 en beschouw de
transformatie

A
(2.4) X =a xa¥,

Hier is A% de hermitisch toegevoegde van A. Nu is X weer hermitisch;

-~

er correspondeert dus een unieke reé&lfe: vier-vector x mee volgens (2.3).
A bepaalt dus een relatie tussen de vectoren x en ;-gn wel een lineaire
relatie.
Uit det A = 1 volgt det X = det X , en dus via (2.3):
2 2 2 2 ~2 ~2 ~2 ~2

XO“X1‘X2“X3=XO“X1“X2“X30

De door A geinduceerde transformatie is dus een lLorentz-transformatie !
Noem deze g(A). We zien direct uit (2.4) dat de matrix -A dezelfde
Lorentz-transformatie induceert. We laten nu zien dat dit de enige
matrix is die met dezelfde L~transformatie correspondeert als A. Daar-
toe overtuigen we er ons eerst van dat we met een homomorphie te doen

hebben. Laat Al—é’g(Al), Az-*-g(Az)o
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Uit (2.4) zien we dat Al’AZ correspondeert met X = AlAZX(AlAZ?‘=

- 3¢ %
= Al(AZXAz) Al, dus met eerst g(AZ) dan g(Al), dus

(2.5) A1A2—> g(A1) g(AZ) .

In het bizonder

-1 -1
A g ().

We hebben dus een homomorphie tussen C2 en een ondergroep van de
volle Lorentz groep L.

Hoeveel elementen van 02 corresponderen nu met een zelfde element
van L? Daartoe is het voldoende te weten hoeveel er met de eenheid
g = 1 corresponderen. Voor zo'n A moet gelden

%

X = AXA voor alle hermitische X.

=1
Voor X = 1 komt er AA¥ = 1 of A% = A , zodat nu de conditie wordt
XA = AX.

Maar een matrix die commuteert met alle hermitische matrices is een

veelvoud van de eenheid:
10

A=7‘(01) :
A

Tenslotte is, wegens det A = 1, =+ 1

Dus slechts de matrices

: (o3)

corresponderen met g = 1. Stel nu dat A en B beide corresponderen met
dezelfde g: g(A) = g(B). Wegens de homomorphie correspondeert dan AB_1
met g(A) g-l(B) =1, en dus is AB_1 =+ 1, dus A = + B.

Om nu te zien dat de ondergroep van L {de volle Lorentz-groep)
waarmee C2 homomorph is, juist de beperkte Lorentz-groep ﬁz is, maken
we gebruik van een continuiteits beschouwing die intuitief duidelijk
is en die in de theorie v.d. continue groepen streng bewezen wordt.
(Het is ook mogelijk een directe, ''eindige' afleiding te geven, maar

deze is tamelijk ingewikkeld). In de eerste plaats merken we op dat de

groep C2 samenhangend is.
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Het is nl. duidelijk dat twee willekeurige 2x 2 matrices met deter-
minant # O altiéd continu in elkaar overgevoerd kunnen worden, en
boveﬁdien altijd zo dat de determinant onderweg nergens nul Wordt_(de
conditie det A = 0 bepaalt een 6-~dimensionaal oppervlak in de 8-dimen-
sionale (re&le) ruimte van alle complexe 2 %2 matrices en '"scheidt"”
deze ruimte dus niet. Dit oppervlak kan dus altijd vermeden worden).

Stel dus dat de elementen A, en A2 van C_ op deze manier continu ver-

1 2
bonden worden door A(t), dan worden ze ook continu verbonden door

A(t)

vdetA(t)

Maar als C2 samenhangend is, dan is zijn homomorphe beeld dat ook,

= A'(t) en A'(t) ligt geheel in Cz.

dus C2 wordt afgebeeld op een samenhangende ondergroep .van L. Maar de

grootste samenhangende ondergroep van L was Li, dus C, is homomorph met

2
een ondergroep van LI° Maar deze ondergroep kan ook niet kleiner zijn

dan Li want een element van C_ wordt bepaald door 6 onafhankelijke reéle

2
parameters (de complexe conditie det A = 1 legt er twee vast) terwijl een

element van LI eveneens door 6 parameters wordt bepaald (zie bijv.

theorema III. 1; zowel zuivere rotaties als zuivere L-transformaties

7 ]

worden door 3 reéle parameters bepaald). Dus C, is homomorph met L+:

2
g—> + A g € Lﬁ

(2.6) A & c2

g(A)) e(A,)—+ AA,. ,

. Welke elementen van 02 corresponderen nu met de speciale elementen van

U

L', nl. de zuivere rotaties en de zuivere Lorentz-transformaties? Het

+
antwoord is verrassend eenvoudig: Is A unitair, dan is g(A) een rotatie
en omgekeerd; is A hermitisch, dan is g(A) een zuivere lorentz-trans-
formatie, en omgekeerd.

Bewijs. Stel A is unitair (en unimodulair), dan is'A*'= Awl, dus

$-axat

Nemen van het spoor geeft

sp®) = spa x A™Y) = spa™la X)) = sp(X).
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Maar uit (2.3) zien we dat Sp X= 2x dus

0’

*0 = %o

dus g(A) is een rotatie.

Om het omgekeerde te bewijzen merken we op dat de unitaire unimudula-
tie matrices een ondergroep van 02 vormen die SUé heet. Wegens de homo-
morphie (2,6) worden ze dus afgebeeld op een ondergroep van de rotatie=
groep. Een vergelijking van het aantal onafhankelijke parameters in
beide groepen (drie in beide gevallen) leert weer dat deze ondergroep
niet kleiner kan zijn dan de rotétie—groep. Hiermee hebben we opnieuw
het resultaat van I1 3.4 gevonden: de drie~dimensionale draaigroep is

homomoxrph met de groep SU_. en met igdere rotatie corresponderen twee

2
elementen + U € SUy..
Laat vervolgens A hermitisch zijn; det A = 1. Dan kan hij ge~

diagonaliseerd worden door een unitaire matrix:

-1
Ad =UAU

en wegens det Ad= 1 heeft Ad de vorm
| A=) sel
4= 17207 a reéel.

Daar + A met_dezelfde g(A) corresponderen kunnen we a > 0 onder-

¥/2

stellen, en a = e ' “zetten, met reé'lex . Invullen in (2.4)
~ -~ ~ "‘ F/z . !’{?.
XO +.X3 Xl 1X2 _ e x XO + x3 x1 1x2 e % y
~. .A ~ ~ - - /2 . - /2
x1 + 1x2 XO x3 e x1 + 132 xo x3 e
en uitwerken levert

X, = X, ch) + %X, shX

155

x2 = x2

X =

3 = %, sh kX + %, ch,l.

Dit is zoals we weten,een zuivere Lorentz-transformatie langs de X =as.
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De oorspronkelijke hermitische matrix A

correspondeert wegens de homomorphie met
=1 ;
g(a) = g(U ) g(A,) eU)

waarin zoals we zojuist gezien hebben, g(U) en g(U_l) = g-l(U) rotaties
zijn., Maar een transformatie van de vorm R T R-l, waarin R een. rotatie
en T een zuivere lorentz-~transformatie is, is weer een zuivere Lorentz-
transformatie (nl. in een richting die t.o.v. dé richting van T volgens
R gedraaid is). Immers, als T een vector x overvoert in y, dan voert
RT R—l een vector R x over in R y. Dus R T R-liis hetzelfde ding als
T, alleen t.o.v. een ander assenstelsel in de,gzig-dimensionale ruim-
te. Is T dus een Lorentz-transformatie naar eenfbewegend drie~dimen-
sionaal assenstelsel, zonder dat daarmee een draaiing van dat assen-
stelsel gepaard gaat, dan geldt dit voor R T R-; eveneens.,

Hiermee is aangetoond dat als A hermitisch is, g(A) een zuivere
Lorentz~transformatie is. Om het omgekeerde te bewijzen bewandelen we
de weg terug (een argument als bij SU2 gaat hief niet daar de hermitische
A geen ondergroep vormen !): iedere zuivere lLorentz-transformatie kan
geschreven worden als R 'I‘3R_1 waarin T3 een zuivere Lorentz~transforma-
tie in de xs-richting is, etc.

Het is interessant op te merken dat het theorema IIL.1 uit het
voorgaande eenvoudig volgt door gebruik te maken van de zgn. polaire:

ontbinding van een matrix A: iedere A e C, kan op eenduidige wijze

2
geschreven worden als

. 1 - ‘g . - 1 s
waarin H en H positieve hermitische matrices zijn, U en U wunitaire.

typ.: eJ
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* en C

III. 2.3. Infinitesimale operatoren van L 5 o

1)

Een infinitesimale Lorentz-transformatie heeft de vorm

o= - &
g = Tk ik -

waarin J;k het Kronecker-symbool is en de infinitesimale matrix eik

blijkens de conditie (1.6) moet voldmen aan
£TI + Ie =0.
Dit leidt tot de relaties
== E = e i = =e
€l = 00 By ;ki (i,k = 1,2,3), &

Dus de matrix € heeft de vorm

0 &y By €03
€1 o t12 "% .
202 %12 0 €93

&s %31 "% 0

Er zijn dus zes re&le: onafhankelijke parameters.

Als bijbehorende infinitesimale operatoren vinden we

50 -1 0 0 00 -1 0

-1 0 0 O 00 00

Ko1 = oo f¥2=1-1 0 0
0C 0 0 0 00 0 0

00 0 -1 00 0 o0

00 o0 00 -1 0

(2.7 k3= 000 o F¥2=\01 o0 o
1 00 0 00 0 0

000 O O 00 0

000 o0 o 0 0 1

K3 1000 -1 ["%1=| 0 0 0 o
001 o 0 -1 0 0

1) Het min-teken heeft geen diepere betekenis.
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De eerste drie correspounderen met zuivere Lorentz-transformaties in

resp. de x,—-, X_=-

1 2
ingen om deze assen.

en X~ richting, de laatste drie met zuivere draai-

De K's voldoen aan de volgende commutatie relaties (als we defi-

nieren Kkl = —K .)

(2.8) [Kkl mnd = em BT Bem t ko Bim T Tim Kot

Met de notatie
Jp = 1 Kggy Iy =

Ny = -1 Kgpr Ng = -1 Ky, Ny = =i K.

volgt uit (2.8)

(2.9)

[Ji,JZJ =i J, (eyel.) [Nl,sz = -1 3, (eyeld)
(2.10) Ls,.5, 1= [x,,9,]=1 N, (eyel.) |

alle andere zijn nul.

Voor de infinitesimale operatoren worden zeer veel verschillende
keuzen en notaties gebruikt. De hier gebruikte notatie 1ijkt wat over-
zichtelijker dan die in Gel'fand et.al. Voor het gemak geven we een

vergelijkende tabel.

Gel'fand et al. ) Wij
Aigr iz Ags “Kigr tKayy “Kyg
B, » By, , By “Ko10 *Rgar “Kyg

Verder gebruikt Gel'fand ook de notatie

= - _ . g5 et
A, = Ags Aja = Ay, Ay, = A; ( dus niet cy€lisch!)

Vervolgens beschouwen we de infinitesimale operatoren van de unimodu-
laire groep Cz. Tedere 2 ¥ 2 matrix kan geschreven worden als lineaire

combinatie van de vier onafhankelijke matrices

% (0/1) (g é)’ “é:=<gwg) » O3 = (é-g)'
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Dus

waarin uk complexe getallen zijn.

Een infinitesimale A heeft de vorm

3
A =6 %+ ol &
0 k=0 k k
waarin de dk infinitesimaal zijn. De conditie det A = 1 leidt tot
2 2 2 2
(1+do) - &1 uz - ds = 1.

De enige eerste orde term is het dubbele product 20(0, dus moet

o = 0 zijn. Dus
0 3

A=0. + 2 o o
o' & k’k

In plaats van de drie complexe parameters<&k voeren we zes reé&le in::

3 .
(2.11) A= 6.~ > da, .36 + 2. ib . = o, (a_,b_resel)
0 k k k 2 'k kK’ 'k
k=1 k:l .
De bijbehorende infinitesimale operatoren zijn dan
1% %
2’ 2’ 2
(2.12) en
ig i 6 i 6
1 e s
2 7 27 2

Men overtuigt zich er makkelijk van dat ze dezelfde commutatie regels

volgen als de operatoren (2.9) met de toevééging
ic |
i

2

[ g™
1 .
(2.13) — =7, —> N, (i=1,2,3).

3 en C2 in een omgeving van de een-

heid; dat we in feite met een twee-waardige homomorphie te doen heb-

Dit toont ons de isomorphie van L

‘ben kunnen we hieruit natuurlijk niet zien.



«Q 7=

11i. 3. De representaties van de lorentz-groep Lr

I1T. 3.1. Oneindig-dimensionale representaties

Een voor de representatie theorie belangrijk verschil tussen de
draaiingsgroep en de lorentzgroep is dat de eerste compact is, de laat-
ste niet (zie blz. 88), d.w.z. niet iedere continue functie over de
groep is begrensd.

Van een compacte groep zijn alle irreducibele representaties ein-
dig dimensionaal en equivalent met unitaire representatiesg. Deze eigen-
schap berust op het bestaan van een onder de groepsoperaties invariante
integraal voor elke continue functie cover een compacte groep. Voor de
Lorentzgroep bestaat zo'n integraai niet, en beide gencemde eigenschap-
pen blijken hier niet vervuld te zijn: er zijn oneindig-dimensionale
irreducibele representaties (waaronder unitaire) en geen van de eindig-
dimensionale irreducibele representaties is equivalent met een unitaire.

Aangezien oneindig-dimensionale representaties kunnen optreden
zullen we een aantal begrippen opnieuw moeten definieren.

Definitie van representatie

ILaat R een ruimte zijn waarin een norm gedefinieerd is. Laat aan
elk element g van de groep G een begrensde lineaire operator Tg in R
zijn toegevoegd, dan heet deze toevoeging een lineaire representatie

van de groep G in de ruimte R, als voldaan is aan:
1) ‘I“e = E (e is de eenheid in G, E de eenheids operator in R)

2) T T

8,89 rgl -
3) de afbeelding is continu: voor iedere begrensde lineaire functionaal
F op R en voor ieder vast element ? van R, hangt F(Tg%) continu van g
af.

De representatie heet pindig als de ruimte R eindig is.
De representatie heet unitair als R een Hilbert ruimte is, terwijl het

scalaire product (i,q) invariant is onder de operatoren Tg:

(Tg%’ Tg?l) = (%y%)-
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Een representatie heet irreducibel als
1) R geen gesloten, onder alle operatoren Tg invariante onder~ruimten
heeft.
2) elke begrensde operator A die met alle Tg commuteert een veelvoud
van de eenheids-operator is.
Voor eindig dimensionale representaties zijn 1) en 2) equivalent (lem—

ma van Schur); in het oneindig dimensionale geval is dit niet altijd zo.

2
Twee representaties Tél) en T( ) in R(l) resp. R(z) heten equiva-
lent, als dezé ruimten een overal dichte lineaire deelruimte L(l) resp.

(2) (1) (2)

L bevatten die invariant is onder T resp. T , terwijl er een
g
1 5@

gesloten operator B bestaat die L een-eenduidig op elkaar

afbeeldt en waarvoor geldt

T(l) B =8B T(z).
g g )
e . oL1) (2)
Deze definitie komt er op neer dat er in R en R bases be~

(1) en Téz) voorgesteld worden door dezelf-~

staan waarop de operatoren Tg

de matrix.

1I1. 3.2. De relatie tussen de representaties van Lr en van Cz

Uit de homomorphie (2.6)
g(A)=> + A

i een representatie van Cz is.

Het omgekeerde geldt alleen voor

volgt dat iedere representatie van L

Namelijk g(A)—> Tg a)

die representaties van C

dan iA-a»T

g(A)’

9 waarvoor geldt TA = TmA voor alle A. Is dit

niet het geval dan worden aan elke g(A) twee verschillende operatoren

?A en T_A

dige representatie. Merk op dat de getrouwe representaties van C2 tot
A

zulke twee-waardige representaties van L+ leiden. We bewijzen nu: is de

toegevoegd zoals we zullen zien. We noemen dit een twee-waar-

representatie van C2 irreducibel dan is TA = + T=A

representatie geldt hetzelfde teken. Immers de matrix

-1 0
“E = ( 0 —1)
is een element van Cz dus TA = T—E T_A.

, en door de hele
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Maar -E commuteert met alle A, dus TmE commuteert met alle TA en daar
de representatie irreducibel was is T een veelvoud van de eenheid

=B
(Schur). Tenslotte is (TEE)z = TE dus T_E = + TE. Dus in een irredu-
¢ibele twee-waardige representatie van Eﬁ zijn dan ieder element twee
operatoren toegevoegd die steeds in Teken verschillen. In het bizonder
geldt dit voor de ondergroep der rotaties, en dus is de representatie
van Li één -resp. twee~ waardig, dan en slechts dan, als de er in be=-
vatte representatie van de draaigroep één -resp. twee- waardig is.
Opmerkingena‘ ]
1. Men kan zich afvragen of uit een twee-waardige representatie een
één-waardige verkregen kan worden door in de toevoeging g(A)uﬁ»iﬂk
steeds maar één van de twee operatoren te kiezen. Dit kan echter
niet op continue wijze ! Om dit te zien beperken we ons tot de
draaigroep. Een nadere beschouwing van de homomorphie g(A)uagiA
leert dat als we beginnen met A=E 1oe te voegen aan g=e en we ver-
anderen g continu teot een draaiing over 2% om een zekere as (zodat
we weer in g=e terug zijn) daarkij ook A continu veranderend, dat we
dan terecht komen in A=-E. Draaien we over 47 dan eindigen we weer
met A=E, enz. Hetzelfde zal zich voordoen in iedere continue repre-
sentatie. We kunanen in principe ook meer-waardige repwesentaties van
discrete groepen beschouwen. Zulke representaties zijn echter altijd
te splitsen in een-waardige wegens het ontbreken van continuiteits
condities.
2. Het optreden van twee-waardige representaties hangt samen met de
topologie van de groepsruinte. We zagen dat deze. voor de draaigroep
en voor de lLcrentz-groep samenhangend is. Deze samenhang blijkt ech-
ter niet enkelvoudig te zijn, maar twee-voudig. D.w.z. we kunnen in
de groepsruimte een gesloten kromme doorlopen die niet samentrekbaar
ie tot een punt. (Pat de lLorentz~groep twee-voudig samenhangend is,
is uitsluitend een gevolg van het feit dat de draaigroep er als onder-

groep in bevat is). De groepenST(2) en C, zijn daarentegen enkelvou-

2
dig samenhangend (op pag. 20 zagen we dat de groepsruimte van SU(2)

de topologie heeft var het uppervliak van een vier-dimensiocnale bol).
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Men bewijst in de theorie van de topologische groepen, dat een enkel-
voudig samenhangende groep slechts één-waardige representaties heeft.

Hierin ligt de betekenis van de groepen SU(2) en C2 voor de studie

van de representaties van de draaigroep en de Lorentz-groep. De groe-

pen SU(2) resp. C_, heten overdekkingsgroep van de draaigroep resp.

2

de Lorentz-groep.

¢
+
een betangrijke rol spelen hangt nauw samen met de interpretatie van

. Het feit dat ook de twee-waardige representaties van L  in de fysica
het formalisme van de quantummechanica. De toestanden van het fysische
systeem corresponderen hierin met de vectoren van een Hilbert-ruimte;

de meetresultaten aanthet systeém, met het kwadraat van scalaire pro-

dukten van vectoren. Daarom is er: fysisch geen verschil tussen een
vector V‘en - yen het is dus geen bezwaar dat in een twee-waardige
representatie een draaiing over 27C een toestahd)f’in - overvoert,

daar dit tekenverschil in geen enkele meting tot uiting komt.

III. 3.3. De eindig-dimensionale irreducibele representaties van Lfi

3

+
tot het vinden van de irreducibele representaties van C

De homomorphie van L met C2 reduceert het representatie probleem

9

Weyl heeft bewezen dat alle eindig~dimensionale irreducibele repre-

sentaties van 02 gegeven worden door de symmetrische spinoren, net als

voor de groep SU(@2Xzie II. 4.4), met alleen dit verschil dat de complex

geconjugeerde matrices A nu een representatie vormen die niet equivalent

is met de oorspronkelijke representatie A. Er zijn dus twee niet-equi-
valente twee-dimensionale representaties van Cz. Bij SU(2) was er maar
één. [Naast U—U zijn ook U—>U en U— UﬁlT representaties. Bij SU(2)
zijn deze drie echter equivalent (de equivalentie van de laatste twee

is een gevolg van de univariteit). Bij C, is A**-A—IT equivalent met

2
A-»A, maar niet met A—>»A. Dit alles is heel makkelijk te zien aan de
infinitesimale elementen, rekening houdende met de relatie - ¢§ =
-1

= - ?L = cz Gk 62:}- Aangezien we in het volgende de representaties
willen vinden m.b.v. dé infinitesimale methode, zullen we het resultaat

van Weyl alleen maar kort resumeren.
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We onderscheiden twee soorten twee-dimensionale spinoren, name-
lijk spinoren die volgens A transformeren en spinoren die volgens A
transformeren. Zij (u ,u ) een basis in de ruimte der spinoren van de

eerste soort, (u ,u- ) in die der splnoren van de tweede soort. Onder

(/ ) “;'H/=l
transformeren deze bases zich dan als

!

Oy

o£u, + Y u 4, = Lu; + yFul
1 [’ 2 resp. i 1 // 2

; q°
@u1+Iu2 9

/;ui+}ué .

Dit zijn representatie ruimten vobr de twee-dimensionale representaties
A en A van CZ'
Beschouw nu de ruimte met basis vectoren
ui]:+m ug—m ] u],.J;'+m' “g'_m',

V Gem) L Grm) L (G +m ) (G m) !

(3.1)

waarin j,j' = 0,%,1 . en

m=3, j~1, ..., =j; m' =3', j'-1, ..., =-j'.

Dit is dan duidelijk een representatie ruimte voor C . Men kan
bew1Jzen dat al deze representaties irreducibel zijn en dat alle irredu=-
cibele representaties op deze manier verkregen worden. De dimensie is
(23 + 1)(23' + 1). De representatie wordt gekarakte riseerd door twee
heel- of halftallige getallen (j,j'). De representatie A zelf is (},0);
de complex toegevoegde representatie is (0,3). De representatie Li is

G.,%).

Infinitesimale methode

Dit resultaat willen we terug vinden met de infinitesimale methode.
We beginnen met een aantal 6pmerkingen. In het volgende beschouwen we
uitsluitend groepen van (eindige of oneindige) matrices. De infinite-
simale operatoren zijn dus ook matrices, die aan zekere commutatie- -
regels voldoen, Men bewijst in de theorie van de Lie~groepen, dat de

infinitesimale operatoren de groep geheel bepalen.
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Stel we hebben een representatie van de groep, dan levert dit natuur-
1ijk ook een representatie van de infinitesimale operatoren, en de
betreffende matrices zullen aan dezelfde commutatie relaties voldoen
als de oorspronkélijke infinitesimale operatoren. (Dit volgt uit de
correspondentie tussen de vermenigvuldiging in beide groepen). Bij
een reducibele representatie zal ook de representatie van de infini-
tesimale opératoren reducibel zijn en omgekeerd. Is hiermee het pro-
bleem van de irreducibele representaties van de groep gereduceerd tot
het vinden vaﬂ alle irreducibele representaties van de infinitesimale
operatoren? (Repfesentatie betekent in dit verband dat de represente-

rende matrices aan dezelfde commutatie relaties voldoen als de oorspron~-

kelijke). M.a.w. cbrrespondeert ook elke representatie van de infinite~
simale operatoren met een representatie van de groep? In ons geval is
het antwoord tamelijk eenvoudig: elke irreducibele representatie van de
infinitesimale operatoren leidt tot een irreducibeie representatie van
de overdekkingsgroep C2, (en dus tot een één~ of twee-waardige irredu-
cibele represgntatie van L:).

Representaties van de infinitesimale operatoren zijn in het alge- B
meen homomorphismen, Men bewijst dat zulk een homomorphisme van de infi-"
nitesimale operatorenzaanleiding geeft tot een lokaal homomorphisme van
de groepen zelf (lokaal = in een omgeving van de eenheid). Zulk een lo-
kaal homomorphisme is niet'altijd uit te breiden tot een homomorphisme
over de hele groep (hetzelfde geldt voor een lokaal isomorphisme). Is
eChter een van beide groepen enkelvoudig samenhangend dan geeft een lo-
kaal homomorphisme ook aanleiding tot homomorphie in het groot (Cheval-
ley; Theory of Lie groups I, é‘VI, theorem 2; en dit colloquium hoofd-
stuk IV).VA§ngezien de groep 02 enkelvoudig samenhangend is leidt iede-
re representatie van zijn infinitesimale operatoren dus tot een repre-
sentatie van de groep als geheel, en daarmee tot een (een~ of twee-waar-
dige) representatie van LI.

We merken nog op dat in het geval van de Lorentz-groep alle repre=-
sentaties van de infinitesimale operatoren (uitgezonderd die welke
correspondeert met de identieke representatie van Li) isomorphismen

zijn,



~103~

Dit is te zien aan de explicite vorm (3,6), (3,7), maar is ook af te

leiden uit de vorm van de verwisselingsrelaties (2,10). Dus alle

4

+
Pontrjagin; Topological groups Ch. VIII) is er onder alle lokaal iso-

representaties van L zijn lokaal isomorph. Volgens een stelling
morphe samenhangende groepen, een en slechts een (op isomorphie na)
die enkelvoudig samenhangend is, en alle andere zijn homomorph beeld

van deze. Deze groep heet universele overdekkingsgroep; in ons geval

is dat de groep Cz.

Constructie van de eindige irreducibele representaties met de infini-

tesimale methode

In plaats van de operatoren (2.9) voeren we de volgende combina=
ties in
(3.2) Ak = %(Jk — 1Nk) » B = %(Jk + AN,
dan vinden we

[AI,AZJ = iA, (eyel), [131,132] = iB, (cycl)

3.3 [Aj’Bk] =0 (alle j,k = 1,2,3).

Nu is duidelijk dat elke irreducibele representatie van de infinite-
simale operatdren K leidt tot een irreducibele representatie van

de Ak'B

k1’

X en omgekeerd | Het vinden van alle eindig~dimensionale irre-

ducibele representaties van Ak,B is echter zeer eenvoudig daar ze

1) ieder dezelfde commutatie regzls hebben als de infinitesimale opera-
toren van de drie-dimensionale draaigroep (waarvoor het probleem in II
3.6 is opgelost)
2) onderling commuteren.

Stel nl. een dergeli jke eindig—dimensionalé irreducibele repre-
K’ Bk re-
presenteren, duiden we eveneens aan met deze letters. Zij dan j de

sentatie in een ruimte R gegeven. De matrices die hierin A

grootste eigenwaarde van de matrix AS' (Uit 1II 3.6 volgt j = 0,%,1,%,
...). Deze eigenwaarde zal in het algemeen s-voudig ontaard zijn, zo-
dat we s onafhankelijk eigenvectoren v(l)...v(s? van A3 in R kunnen

vinden.
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Daar alle Bk met A3 cemmuteren, zullen deze vectoren door de Bk in el-

kaar getransformeerd worden: ze spannen een representatie ruimte voor
de Bk op. Maar deze representatie der Bk is noodzakelijk irreducibel

daar A2 en A1 deze vectoren ook niet mengen, zodat reducibiliteit t.o.v.

de Bk impliceert reducibiliteit t.o.v. alle Ak’Bk’ in strijd met het
onderstelde. Deze representatie wordt gekarakteriseerd door de hoogste

eigenwaarde van B j' = 0,1,3,... . We kunnen uit de eigenvectoren

1L () 3 °
v 3 ooV f door lineaire combinatie de s = 2j' + 1 eigenvectoren van

B3 vormen; deze duiden we aan met v

zullen de operatoren A

jm' * (=j'< m' £ j'). Tenslotte

en A2, werkend op ieder der vectoren ij,,

i
daaruit bij vaste m', een rij van 2j + 1 cnafhankelijke vectoren ople-
veren:
(3.4) v o, 5 (<j€mgi; ~i'sm'<3).

mm
Hiermee is een volledig stel onafhankeli jke vectoren in R verkregen,
Dat het er niet minder kunnen zijn is uit de boven gegeven constructie
duidelijk; dat het er niet meer zijn volgt uit de eis van irreducibili-
teit, Hiermee zijn alle eindige irreducibele representaties gevonden.
Ze worden gekarakteriseerd door twee getallen (j,j'); j,ji' = 0,%,1,...,"
de dimensie is (2 + 1) (23" + 1). Is (j + j') halftallig dan is de
representatie twee-waardig, anders een~waardig. In de volgende para-
graaf zullen de representaties (3.1) en (3.4) in een aantal eenvoudige
gevallen net elkaar vergeleken worden,

Opmerking. Uit het boven gevondene voigt niet dat de groep Lf isomorph
% 0, (O

3 3 3
Een infinitesimale Lorentz-transformatie is immers

3 3
1-4 2 §J +1 2 § N
& Sk = Yok Tk

is met het directe product. O = drie-dimensionale draaigroep).

g:
)3 >
=1 =1 g, - ig, ) A =1 (g, + ig  )B .
kel k Ok k ket k Ok™ 'k
De Ak en Bk zijn weliswaar de infinitesimale operatoren van 03, maar

de parameters waarmee ze voorkomen zijn toegevoegd complex, terwijl

ze in O3 met reéele parameters vermenigvuldigd worden,
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I11 3.4. Eindig-en oneindig dimensionale irreducibele representa-

4

ties van L .
%

Bij de constructie van de vorige paragraaf gingen we uit van het
eindig zijn van de irreducibele representatie. Om alle irreducibele
representaties, eindige en oneindige, te vinden moeten we uitgaan van

andere combinaties van de infinitesimale operatoren, nl.

H+=J1~g~1J2 ; F+=—(N1+1N2)
(3.5) H_=J,-iJ, ; F_=r(N1—1N2)
Hy="d3 i Fa=Ng

Deze drietallen commuteren onderling niet. We vinden
(w8 ])=-n_ ; [H_H =0 ; [H ,H_ J=2d,.
[F+,F3]=H+ s [r_Fgl=-n_; [F,,F_J=-2m

[u, .7 )=[F, 0] ;—F+

[u_ 7 J=[r_n]=F_

[0,.7_]- .y ,F_J =2F,

alle andere zijn nul.

De operatoren H zijn (evenals de operatoren J) de infinitesimale ope-
ratoren van de draaigroep die bevat is in li. Iedere irredpcibele re-
presentatie van Li bevat klaarblijkelijk een representatie van de
draaigroep, die echter niet irreducibel hoeft te zijn. Deze represen~-
tatie van de draaigroep kan altijd ontbonden worden in een eindige of
oneindige som van irreducibele representaties, gekarakteriseerd door
het getal 1=0,%,1,... Men kan bewijzen dat als de representatie van
L irreducibel is, geen enkele l-waarde in deze rij meer dan één maal

1)

voorkomt . We kunnen de bijbehorende (onder de draaigroep) invarian-
te onderruimten Rl dus numméren met 1. In iedere R1 kiezen we een
kanonische basis‘ %Im , d.w.z. een basis bestaande uit eigenvectoren
van H3. Al deze bases tezamen vormen een (kanonische) basis in de
hele R. De operatoren H hebben hierin de bekende vorm (vgl. I11(3.33))

1 .
) Dit volgt in feite uit de nu volgende constructie.



=106~

Hy §)p, =™ %lm

(3.6) H_ zlm V(1+m) (1-m+1) ?1,m-1

H+ %lm = }/(1+m+1) (1-m) ?l,m+1

(m=1, 1-1,...,-1).

Hoe werken nu de operatoren F op deze basis vectoren? Uit de commu-
tatie regels van de F'S met de H'® kan men afleiden dat een F, wer-
kend op een vector %1m’ deze transformeert in een lineaire combina-

tie van vectoren waarbij 1' en m'hoogstens 1 verschillen van

1'm"’
de oorspronkelijke. Het probleem is hetzelfde als dat op pag. 80.

We geven hier direct het resultaat

/12 2 ‘/ 2 2
F3 ?1m_cl 1 1-1,m A1mZé1m C1+1 (1+1), m fl+1,m
F, % 1p=C;V(1-m) (1-m-1) ?1_1,m+1—Aﬂ/(l—m)(l+m+1) %1’m+1 +

(3.7) ‘ +Cl+£V(1+m+1)(l+m+2) %

141 ,m+1

F_ %1ﬁ=—cl (1+m) (1+m~-1) ?1_1,mf1-A1V(1+m)(1—m+1)? Lme1 t

-C; 4V (1-m+1) (1-m+2) %1+1,m—1

De constanten Al,C1 kunnen tenslotte bepaald worden uit de commuta-

tie regels van de F onderling. Ook hier zullen we direct het antwoord

geven:
2
i1 1 . (12~1 )(12~12)
(3.8) A, = —21 C,= = = L
. = T71 TN s =T
1 1(1+1) 1 1 412_’1
Hierin is 1o=0,i%,i1,.... en 11 willekeurig complex. Het laagste

gewicht van de irreducibele representaties van de draaigroep die in
deze representatie voorkomen is Ilol, en 1=]10|,l10‘+1,...

Het getal C, is niet geheel bepaald door de wortel, maar we kunnen de

1
basis vectoren altijd met een fase-factor zo vermenigvuldigen dat

‘argcllé'm/z. De waarde 1=0 treedt alleen op als 10=0; dan zijn Al en



-107=

C1 onbepaald, maar de er bij horende wortel factor in (3.7) is dan

nul.
Dat we door deze constructie een (al of niet eindige) represen-

tatie van de operatoren H+,H en F+,F hebben gekregen is duideli jk,

3 3
en deze representatie wordt blijkbgar geheel bepaald door twee getal-

len: 10 enill. Deze representatie is echter ook irreducibel. Be-
schouw de onderruimte met het laagste gewicht R L Deze zal i.h.a.

. . . - . o
niet invardant zijn onder de operaties F; deze leveren vectoren met

gewicht \10‘+1. Wegens (3.6) treedt dan de hele onderruimte R‘l |+1

op. Ook deze zal i.h.a. niet invariant zijn onder de operatoreg F

zodat ook de onderruimte R optreedt, etc. Dit proces eindigt

‘1 '+2
dan en slechts dan als voor zgkere 1 de coéfficiént C1+1 nul wordt:
de basis-vectoren ?1 n worden dan door de operatoren F+, F3 uitslui-
H

tend getransformeerd in basis-vectoren met gewicht < 1. De verkre~
gen representatie is dan eindig. In het andere geval gaat het proces.
steeds door en we krijgen een oneindige representatie. In beide ge-
vallen is de representatie irreducibe11 Immers, een representatie

moet altijd een heel aantal onderruimten R. bevatten.(wegens (3,6)),

1
eventueel oneindig veel; de bovenstaande constructie leert ons

Jjuist welke R. in een bepaald geval noodzakelijk moeten optreden. Ook

volgt er uit éat in een irreducibele representatie een bepaalde Rl
hoogstens eenmaal optreedt.

Wanneer is de representatie nu eindig, d.w.z. wanneer is C_=07?
Uit (3.8) zien we dat dit geval zich slechts voordoet als l11]>lloi
en 11 heel- of halftallig is tegelijk met 1 . De hoogste voorkomen-
de waarde van 1 is dan ‘11l-1, en alle waarden llol, llokl,...,&lll—l
‘treden precies eenmaal op. In alle andere gevallen is de representatie
oneindig en irreducibel.

Merk op dat de formules (3,8) niet veranderen onder de substitu-
tie

(10,11)-—-» (-10,—11).

Beide paren leiden tot precies dezelfde representatie.
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Enkele voorbeelden

Alvorens verder te gaan bestuderen we eerst een aantal voorbeelden ,
om de formules beter te leren kennen.

We hebben drie verschillende vormen voor de eindig dimensionale

representaties van Li gevonden, nl. (3,1), (3,2) en (3,4), (3.6).en (3.7).

willen deze voor de eenvoudigste gevallen vergelijken. Daartoe schrij-
ven we eerst de vorm van een infinitesimale Lorentz-transformatie.op.
uitgedrukt in de verschillende stellen van infinitesimale operatoren,

maar met dezelfde parametfers:

3 3
=1 - il & iy €
(3.9) g 1 12 ka + 1Z oka
1 1
. =1 - 1) (E ~i€& - 1> (&, +i€
(3.10) 1- 12 (F -18 A - 1) (£ +1€ )B,
— - -5 & . i & —i&
(3.11) 1 i 5(21 i 2)H+ 1§(£1+1 2)H_ 1€_H +

4 & - — s _a .
i 3¢ ol 1862)F+ 1%(&01+1202)F_ 1203}?‘3
De corresponderende infinitesimale unimodulaire transformatie is vol=-=
gens (2.11) en (2.13):
is

3 3
. . k
(3.12) A =1 —1§£k i, + 1?&01{ —

Beschouw eerst de representatie (3,1) voor j=%, j'=0; noatatie:
(%,0). De basis (3,1) is dan twee~dimensionaal en bevat de vectoren
u, en u,. De representatie (4,0) is dus C, zelf; infinitesimaal heb-
ben de matrices de vorm (3,12), de corresponderende representatie

van de infinitesimale operatoren is dus
. ' ~> 14 N i6° .
(3.13) I, 3 & Nk—a’élﬁk

Hiermee correspondeert de representatie (3,4) eveneens voor
j=%, j'=0. Dan is immers Ak¢§€k; Bk=0, wat via (3,2) opnieuw tot
(3.13) leidt.

De representatie (3,1) voor j=0, j'=% heeft als basisvectoren

Ve
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ui en ué ; het is de complex geconjugeerde representatie A. Infinite-

simaal:
= 2 [ s /& _i
A = 141 3 % .k'hiz- ) o ,

dus

(3.14) J > -3 E—k P N > 3i E"k .
Hiermee correspondeert (3,4) eveneens voor j=0, j':ie_Dan is
Ak=0, Bk=%6£; dus infinitesimaal volgens (3,10):
' ioy
g—s1 ~ 1Z-€ko éG‘ii - 1Z£.Ok 5
of
. o -3ic .
(3.15) Jk——ré e N éu—k

Dit is weliswaar niet identiek met (3,14) maar'is er wel equivalent

mee, wegens de reeds eerder opgemerkte equivélentie
(3.16) -5 =6, 6,5, (k=1,2,3).

" Om de corresponderende waarden van 10,1 te vinden in (3,6),

1
(3.7), (3,8), merken we op dat de draaigroep correspondeert met de

unitaire unimodulaire transformaties; de representatie van H+,H3

correspondeert dus met de enkele l-waarde %. Dan moet |101=§—zijn en
\1ll= % ; het laatste opdat de representatie slechts de enkele waar-

de 1=} bevat. Beschouw eerst 10=§, 11=% ; notatie: (%,g). We kiezen
het teken van 1 voor het gemak positief; het teken 11 is dan echter

o
niet meer willekeurig (vgl. pag. 107 ). De representatie van H+, H3

correspondeert blijkbaar met J£—> éak. De represehtatie ruimte is

~di i : i . Uit (3,8
twee-dimensionaal en bevat de basisvectoren ;iz%fﬂlgé’_% it (3,8)

volgt:

Ay=1 ; € =C3=0,
Dit in (3.7) geeft:

353, 258,30 T3%4.-3 3744
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F 5330 0 i3 F1a

F”?é’%

Hieruit volgt voor de transformatie van de vectoren in de basis

(fé,é;fg,né) onmiddellijk:

1l

ai?é,—% ; F~%%,—§ = 0,

. . .
F__LE . F—_(:‘.-l .]ﬁz_)
37T T e T 3 Lt
. ig 7
of wel, volgens (3,5), Ng~> 5 Dit is weer de representatie
(3:13).
De representatie 1o=%, 1l=— % verschilt van de vorige alleen

in het teken van A, en daarmee van de F+, F Dus nu J —9-&6k ;

3° k
N -3ig , als in (3.15). -

Ale laatste voorbeeld beschouwen we de representatie (3,1)
voor j=j'=%: (%,%). De basis (3.1) is vier-dimensionaal en bevat
de basisvectoren

WU, Wl o, U UG, Ugly

Een vector in deze ruimte geven we dan aan met

C

(3n17) (Cli’ 012; 2i ’ 022)

Deze vector transformeert als het directe product van A en A. De
representatie is equivalent met de representatie van de Lorentz-

I
groep L+
transformatie wijze van de vectorem (3,17) onder A, geschreven

door zichzelf. Or dit in te zien merken we op dat de

kan worden als

& - & - c > c, -
¥ ¥
11 '12 = A 11 12 A", @ =AT).

21 25 21 22
Men overtuige zich ervan dat de indices 1,2 met A transformeren,

de indices i,é met A. Vergelijken we dit met (2.3), (2.4) dan

zien we direct dat de combinaties

i
e jrey), e greyi), 5o pmc,0), dle jmcy))



~-111~

zich transformeren als de vier-vector

(x

0%y %90 %3)

Dezelfde representatie vindt men terug in het formatisme (3,6),(3,7)
als 10=0, 1,=2: (0,2). Er zijn dan twee waarden van 1: 1=0,1. De

1
kanonische basis bevat vier elementen:

70,0‘?1;&’?1,0’?1,1

Onder de draaigroep alleen is ?0 0 invariant; de andere drie trans-~
H
formeren onder elkaar. Blijkbaar correspondeer%:?o 0 dus met Xg» en
b
1 2,x3. De volgen-

de combinaties transformeren precies als de vier~vector (xo,xl,xz,x3):

;13,0’ %(f1,1+?1,-1)’ %9?1,1'?1,-1)’3’1,0'

Dit is de enige vier-dimensionale irreducibele representatie.

?1;_1, %1,0, ;1,1 met de drie ruimte codrdinaten x_,x

Geconjugeerde representaties

1s gé.ﬂt dan is ook (g—l)Té ﬁI .

- T -
Bewijs: Nemen van de inverse van conditie (1.6) geeft g 1I(g ) 1=I
-1.TT

of (g ™)

groep. De determinant is gelijk aan die van g en het teken van gﬁo'ver—

- -1, T
(g 1)T=I dus (g 1) is een element van de volle Lorentz~-

andert evenmin; hieruit volgt het gestelde.
Is nu gegeven een representatie g~%>1é, Qg;;)?ﬁé’T(g;l)T dan is ook
. Y 7

een representatie de afbeelding g-» T 7. Hiervan overtuigt men zich

(g-1)
door de productregel te controleren. Deze representatie heet de gecon-
jugeerde van de vorige en het is duidelijk dat de geconjugeerde van
de geconjugeerde representatie weer de ocorspronkelijke is. De beide

representaties zijn dus elkaars geconjugeerde. We zullen nu nagaan wat

de relatie is tussen de infinitesimale operatoren van geconjugeerde
representaties. Een infinitesimale lorentz-transformatie is

g=1-1i) £J +1) € N

-1.T T T
= i - i N
(g 1) 1+ 1256ka ii;éok .
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Uit (2.7) en (2.9) velgt

T T -
(3.18) Jk = - Jk ; hk = Nk
=1 T
= = j =i/ & .
dus e ™)y =1 iE:ﬁka i§: 1
Zij nu = een representatie Jéfévézk; NK—>/7; dan zijn de beide repre-
sentaties:
T = 1-i0& F+iY e N
g Tg 1-i) k?%+12£ A
= - £ =i g
Tig-1y1 = 1-i2E F 1T E N
~F o
=l=i2 & i
1 z kyk-ﬂZEok/V
met:

(3.19) j?k:ézk ;,é;;=m/4;",

Deze relatie geeft het verband tussen deinfinitesimale operatoren in
geconjugeerde representaties. Hieruit volgt dat ze dezelfde onderruim~ .
ten invariant laten en dus gelijktijdig irreducibel zijn.

Zij nu gegeven een irreducibele represenTatle (1 s 1 ) van g, wat
zijn dan de (1 ) van de geconjugeerde repregentatle? Ult (3.19)

volgt dat de representatle v.d. draaigroep dezelfde is, dus als we 1

0
s ~/
en 1O beide positief kiezen, mocet 10=10 zijn. Uit (3.5) en (3,19)
volgt ;:’ ~ Ei - '
fi—--‘fi ; f3=—f3 ,

dus, volgens (3,7), A1=“Al, Ei:—cl. Het teken van C1 is willekeurig,

zoals we opmerkten: elke keus leidt tot een equivalente representatie;

o
het gaat dus om de eis Al==»A1 of, volgens (3.8):

at S

1
110 1 11011

1(1+1 =~ I(i+D)

Maar 10_10 dus 11==11.
Dus de geconjugeerde representatie van (1

o 10nﬂ1
dan equivalent met zijn geconjugeerde als een van de getallen 1_ e

o2ly) is (1,,-1,) (of ook

)). We ziengeen irreducibele representatie 1s dan en slechts

ll nul is.
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-1.T
Opmerking. Is g—>T§ een representatie, dan ook g—)(Tg )" zoals men

gemakkelijk ziet. Deze representatie is i.h.a. echter verschillend

T
van de geconjugeerde representatie, daar i.h.a. (Tg) # TgT. Ook de
complex geconjugeerde Eg van een representatie is weer een represen-

3
tatie. In het geval van de representatie 10=§, 11= 3 is

-1.T 3 -
TgA/(Tg) en (3,- 3) T(g_l)T Tg . (vgl. (3,14)).

In de representatie 10=0, 11=2 is

- -1.T
T T T ~ (T ,
g Tyt~ Tg~ (L)

Unitaire irreducibele representaties van LI

Een representatie heet unitair als er in de representatie-ruimte
R een positief definigtehermitische. vorm bestaat die invaiiant is on-
der alle operatoren T . We zullen nagaan welke van de irreducibele
representaties van Li unitair zijn. In dat geval is voor elke twee vec-
toren s uit R . ' |

(3,.;0) (Tg%,'rqu(%,q) ‘

Infinitesimaal is

T, =1-12E T + i7e N

g

waarin.? ,/’;.een representatie is van Jk,Nk. De eis (3,20) betekent

k
voor de infinitesimale operatoren

(3,21) G- 50 5 G AIP=HED,
d.w.z. ze moeten hermitisch zijn. Uit (3,5) en (3,21) volgt
(3,22) (;,H37)=(H33ﬂz)~ P G E=Y )

(3,23) G E=(F 1) 5 (.7 =F_§,7.
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Uit (3,22) en (3,6) volgt dat de kanonische basis{'§1m§ orthogonaal

iss .
(flm’?l'mv) # 0 slechts als 1l=1', m=m’.

We kiezen hem bovendien genormeerd.

Hieruit, en uit (3,7) volgt dat de operatoren F+,F3 ieder essentieel
slechts drie verschillende typen matrixelementen hebben die niet nul
zijn. Onderzoekt men hiervoor de eig (3,23) dan blijkt deze te lei=-

den tot de condities

c, V (1-m) (1-m=1)= - El V{1-m) (1-m-1)
Al‘V(lnm)(l+m+1)= Kl (1-m) (14+m+1),

voor alle in de representatie optredende waarden van 1 en
m=1,1-1,...,=-1.
Voor 1#0 leidt dit tot

(3,24) c., =-C, , A =24 (L>0) -

Voor 1=0 zijn C. en A1 onbepaald, maar de wortelvormen zijn nul, zo%

1

dat aan de ccondities voldaan is. De conditie op A, is volgens (3,8)

1
slechts vervuld in de volgende twee gevallen.

1) 11 zuiver-imaginair, 10 willekeurig.
2) 1 =0, 1, willekeurig. _
o1 a1 12
De eis aan C. is slechts vervuld als regel is, dus
1 412_1
2 2 2 .2
ales (1 —10)(1 -11)?(L
Daar 1% 10 moet 12-'1?) 0 zijn.

In geval 1) is hieraan altijd voldaan. In geval 2) is 1% 1 (het ge-
val dat alleen 1=0 optreedt geeft de identieke representatie), dus
moet 15151‘zijn. ¥ 11 re8el dan moet 11116'1 zZijn; is l1 zZuiver -~
imaginair dan is er altijd aan voldaan, maar dan zijn we weer in

het eerste geval. Aan (3.24) is dus voldaan in de volgende twee ge-

vallen:
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1) 11 is zuiver - imaginair,‘lO willekeurig

2) 1=0,1

0 1 is reéel en lll‘é 1.

In die gevallen slechts is de representatie (3,6) (3,7) van Lz
unitair. '
We zagen dat de representatie dan en slechts dan eindig is als

gelijk met 1 geheel- of halftallig is. De

Illl>|1olen als 1 0
enige eindige unitaire irreducibele representatie is dus 10=0,
.11=1, dat is de identieke representatie.

De reeks 1) van unitaire, irreducibele representaties heet de hoofd-

reeks, de reeks 2) de suppementaire reeks.
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6. De Lie-=algebra van de volle lineaire groep

7. Locaal isomorphe groepen

8. Verbanden tussen Lie-groepen en hun Lie-algebra's.

9. Representaties van Lie=groepen v

10, Eenledige ondergroepen. Kanonieke codrdinaten. De exponentiele
afbeelding

11. De Lie-algebra’s van een aantal lineaire Lie-groepen

12, Opmerkingen betreffende de classificatie van Lie-groepen.

IV 1. Definitie van een Lie=groep

Definitie 1, Een varieteit is een samenhangende locaal euklidische

Hausdorff-ruimte.

Definitie 2, Zij M een varieteit. Een kartering in M is een topolo-

gische afbeelding f van een open deelverzameling U van M op een open

. o s . n
deelverzameling van een euklidische ruimte R

Definitie 3, Zij M een varieteit, en stel f en g karteringen in M.

Zij U het definitiegebied van fy V het definitiegebied van g,
T = f[U;yVQ(E = glUaV, en zij £(UaV) = WeRY, De karteringen f en g
heten analytisch verbonden indien hetzij UnV = @, hetzij UnV # ¢ ter-

wijl de afbeelding

- emml

gof s W+ RY

analytisch is.
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Definitie 4, Zij M een varieteit. Een analytische structuur op M is

een stelsel gvan karteringen in M met de volgende eigenschappen:

(1) ieder punteM behoort tot het definitiegebied van een reF
(wordt door '}(/‘gekarteerd) :

(2) elk tweetal karteringen in 9‘{15 analytisch verbonden;

(3) iedere kartering in M die met iedere fe}5 analytisch ver=-
bonden is, behoort zelf tot _’}:,

Het paar (M,fﬁ/ ) heet een-analytische varieteit.

Opmerking 1. Zij M een varieteit. Een stelselﬁva.n karteringen vangf

dat voldoet aan voorwaarden (1) en (2) van definitie 4 kan altijd op
€én en slechts €&n wijze worden uitgebreid tot een analytische structuur

op M.

Opmerking 2. Zij (M,? ) een analytische varieteit. Voor iedere fés(—/
heeft dan het beeldgebied van f dezelfde dimensie. Men noemt dit de

dimensie van M,

Definitie 5, 2ij (M ';) een analytische varieteit. Een re8elwaardige
functie ¢, gedefinieerd op een deelverzamellng U van M, heet analytisch

EeU indien het volgende geldt:; voor iedere fe 95, gedefmleerd op
een omgeving V van p, is
60f i £(V) >R
een analytische functie,
De verzameling van alle functies ¢ , gedefinieerd op een open

deelverzameling van M en analytisch in p, wordt aangegeven met J%e

Opmerking 3. Men kan gemakkelijk nagaan dat ¢ reeds analytisch is in

p zodra er maar é&n kartering fe g;’ bestaat als aangegeven.

Definitie 6. Zij (M,?f) een analytische varieteit. Een reelwaardige

functie ¢ , gedefinieerd op een open deelverzameling U van M, heet

analytisch in M indien ¢ analytisch is in iedere pe U.

De verzameling van alle reéelwaardige functies ¢ die analytisch

zijn in M geven we aan met /.



Op overeenkomstige wijze definileert men het analytisch zijn van
een afbeelding van een-analytische varieteit (Mjgg%) in een analy-
tische varieteit (M??e)o

Definitie 7. FEen analytische groep is een paar (ngi) met de volgen-

de eigenschappens
(1) G is een topologische groep;
(2) de ruimte van G is een varieteit, en‘;fis een analytische
structuur op G

(3) de afbeelding (x,¥) + xy van GX G in G is analytisch.

Opmerking 4, Er volgt eenvoudig, dat in een analytische groep ook de

«
1

afbeeiding X+ XmJ analytisch is,

Definitie 8, Een Lie-groep is een locaalsamenhangende topologische

groep met de eigenschap, dat op de samenhangende component Go van de
eenheid van G een analytische structuuz'gibestaat zodanig dat (Gdfﬁs

een analytische groep is.

Opmerking 5. Als G locaal samenhangend is, dan is Go een open onder-

groep van G

IV 2. Voorbeelden van Lie-groepen

n . . . .

1. De vectorgroep R is een n=dimensionale Lie-groep.
. . n . .

2. De n=dimensionale torusgroep T is een Lie~=groeps

3. De volle re&le lineaire groep GL(n,R) is een n°-dimensionale
Lie=groep.
Zij A€GL(n,R); zeg A=(aij)° Als we 6> 0 klein genoeg kiezen,

dan is det B#0 voor iedere B=(bij) met |aijmbij|<5 VOOr 1i,3=142,000,00

Bijgevolg is

A+ (a, . ,a a. .8 a
( cggg 1290009 5n9 2190003 nn)

een kartering, gedefinieerd voor alle AeGL(n,R), met waarden die in

n . . e e .
R™ een open verzameling vormen. En de groepsvermenigvuldiging in
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GL(n,R) is de matrixvermenigvuldiging, wordt dus gedefinieerd door

polynomen, en is a fortiori analytisch,

4, Evenzo is de complexe volle lineaire groep GL(n,C) voor iedere n

. Y 5 2
een Lie=groep, en wel van dimensie 2n ,

5. Iedere discrete groep is een-O-dimensionale Lie-groep (en iedere

nuldimensionale Lie=groep is discreet).

Iedere Lie-groep is locaal euklidisch. Op het Internationaal
Wiskundig Congres in 1900 stelde D, Hilbert de vraag (het vijfde pro-
bleem uit de beroemde lijst van 23 destijds onopgeloste problemen).of
omgekeerd iedere locaal euklidische groep ook een Lie-groep is (en zo
niet, of de methoden uit de theorie der Lie-groepen sangepast kunnen -
worden voor locaal euklidische groepen).

John Von Neumann gaf in 1933 een positieve bplossing voor het
geval van compacte groepen. Het algemene geval werd, eveneens in po=-
sitieve zin, in 1952 opgelost door A, Gleason, D. Montgomery en
L. Zippin (A. Gleason: Groups without Small Subgroups Ann.Math.
56(1952), 193-212; D, Montgomery and L. Zippin: Small Subgroups of
finite-dimensional groups Ann.Math, _‘2§(1952)9 193=-212),

Bijgevolg kunnen we'een heel eenvoudige karakterisering van Lie-

groepen gevens

Stelling 1. Een topologische groep is dan en slechts dan een Lie-

groep, indien hij locaal euclidisch is,

Echter, juist de analytische structuur op een Lie-groep maakt
het mogelijk zoveel prettiger met zo'n groep te werken. Dit recht-
vaardigt mede-naast de historische ontwikkeling - de definitie als in
Iv 1.

Evenzo zonder bewijs vermelden we de volgende stellingen:
Stelling 2. Iedere gesloten ondergroep van een Lie=groep is een Lie-

groep.

Stelling 3. Als G een Lie-groep is, en N een gesloten normaaldeler

van G, dan is G/N een Lie-groep.

av
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Uit stelling 2 concluderen we dat de rotatiegroep (voor iedere
dimensie) en de Lofentzgroep (elk der groepen L, Lys Lt en L LJL )
Lie~groepen zijn.

Ook de unimodulaire groep SL(n,C), bestaande uit alle complexe
n x n matrices met determinant 1, is voor iedere n een Lie-groep. Ten-
slotte noemen we nog de unitaire groep U(n) en de speciale unitaire
groep SU(n) = SL{n,C)n U(n), die ook Lie=groepen zijn voor iedere

dimensie n.

Definitie 1. Een Lie=groep heet een-lineaire Lie=groep als hij iso-

morph is met een ondergroep GL(n,C) voor zekere n.

IV 3, Infinitesimale transformaties.

De analytische structuur waarover we bij een Lie=groep kunnen
beschikken stelt ons in staat om naar hartelust te differentieren. .
Hierdoor kunnen allerlei problemen gelineariseerd worden. Alvorens
die uit te voeren moeten we ons echter eerst wat nader bezinnen op
de elgenschappen van analytische varieteiten in het algemeen.

In het volgende is (M, 93) een vaste analytische varieteit.

Definitie 1, Een raakvector in peM is een afbeelding Ls ﬂ' + R

met de volgende eigenschappen: als ¢ wfuép, en als a,B w1llekeur1ge

reé€le getallen zijn, dan geldts
(1) L(co+BY) = ac.Lo+B.Ly;
(2) Ll¢v) = L¢, w(p) + ¢(p) oLy,

De raakvectoren in p vormen een lineaire ruimte, de raakruimte, die

we aanduiden met Jo_.
b
Als ¢é.ﬂ£) en L €£p9 dan heet L(¢) de afgeleide van ¢ in de
richting L.
ZiJ f%agf een kartering in een omgeving U van p. Voor ieder punt

q€U is £(q) een punt van R'; we schrijven voor dit punt

(x'(q) 22(q)se00,x™(a))e
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De n functies x19x290059xn9 gedefinieerd in U, bepalen f volkomeno
In plaats van over f spreken we ook over "de kartering (x "

Voor x(p) schrijven we x;o

. . i . . Jl & .
Stelling 1. Zij (x) een kartering in p, ¢e. s L€ £®° Dan is

L(¢)= z 28 1)

i=1 Bx

(Hierbij moet men —3% als volgt interpreteren: de funtie ¢(q) is
9x
ult te drukken in de coordxnaten x (q)ooox"(q) (1n de kartering

(x ))s zeg ¢(q)=¢ (x (q),x (@) 5000,x7(q))} we stellen

*
3 _ 3¢ | _3_|

Bxl Bxl Bul J
P

ut=x"(p)
per definitie).

Bewijs.

2. Als c een constante ig, en L €<fé, dan is L(c)=0., Want

L(c) = c.L(1)= c.L(1:1)

= c(L(1).1

+

1 L(1))= 2 L(c)«
bo Zij ¢e-ﬁéo In een omgeving van p geldt:

i iy, d 3
¢=a ta, (x X ))+ooo+a (x* X, )+ g 1(x uxo)(x -»xo)gij .
9

 hmxt(p)s g.= 20 .
met gijngr? X, =x (p)s a; o, . Dan:

L(¢)=a, L(x' -x, Dtooota L(x -xg )+ z L( (%t -x; iy g -xJ)g 5) =
sJ =1

n
=a1Lx'+o°c+a L'+ ) {(x =X )g (p)L(x -X ) +
n $,3=1 00 0
3

J_ 9 13yt iy d d -
+ (xo xo)gij(p)L(x xo)+(x0 xo)(xD xo)Lgij}

n . n .
Z aiLx1 = 2 3i§ o Lx',
i=1 i=1 9x



=122~

n A
. . 1 9
M.a.w. ledere raakvector 1s van de vorm L= z A -7 omgekeerd
5 1=1 X
wordt voor iedere keuze der A~ een raakvector gedefinieerd door

1

n
L= § At -2
=1 93X

(komt overeen met differentiatie in de richting (Al), i.e. langs

een kromme

xr=xt (4 )=xg+x1t+o(t2) )

: ' a s voor &
Gevolg 1, De n raakvectoren -7 vormen een basis voor po
ox

Hun onafhankelijkheid volgt uit het feit dat

(=) (x9) = 69 .

ax* 1
Gevolg 2, Als (x*) en (y') veide karteringen zijn in een omge-
ving van p, dan is

°

3 _ ’f Rxy 2
k . k 1
Ay 1=1 9dy 9x

o

M.a.w., (analytische) codrdinatentransformaties in M resulteren in
lineaire codrdinatentransformaties in ‘fp, met als transformatie-

matrix de Jacobi aan.

Definitie 2, Een infinitesimale transformatie X op M is een ver-

zameling raakverctoren Xp, &én voor elke pe M.

Zij X een infinitesimale transformatie op M, en zij ¢€°Qe Voor
iedere p uit het definitiegebied van ¢ is Xp(d)) gedefinieerd, en dit
is een regel getal. Zo verkrijgen we een re8elwaardige functie X¢,

gedefinieerd op het definitiegebied van ¢,

Definitie 3, Een infinitesimale transformatie X op M heet analytisch

als X¢ 68 voor iedere ) ed. De verzameling van alle analytische in-

finitesimale transformaties op M geven we aan m¢t£ o
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Stelling 2. Jjbestaat uit alle afbeeldingen qug‘*.éldie voldoen
aan de volgende drie voorwaarden:
(1) voor iedere p& M en voor iedere ¢ecﬁg is de functie X¢ ge=~
definieerd in p;
(2) X(ap+By)=aX¢+pXy, voor ¢9xpeaﬁ en a,B€R,
(3) X(¢¢) = X¢p.p+¢.Xy, voor willekeurige ¢,ve &

Bewijs.

Iedere -analytische infinitesimale transformatie X voldoet ken-
nelijk aan (1),(2),(3). Stel nu X:Jg+wﬂ'voldoet aan deze drie voore
waarden. Voor iedere p&M is dan de toevoeging ¢ + (X¢)(p), ¢é‘j$9
een raakvector X . Dus is X een infinitesimale transformatie., En §
is analytisch, want X beeldt ¥ in zichzelf af,

Stel nu X, Y€ £. pe samengestelde transformatie XY,
(xy) (o) = x(x(9)),

voor willekeurige ¢€ J@s is zelf i.h.a. geen infinitesimale trans-
formatie., Weliswaar beeldt XY de ver’zamelingﬁ in zichzelf af, en
is aan de eerste twee voorwaarden van stelling 2 voldaan, maar de

derde voorwaarde geeft moeilijkheden:

(XY) (¢y) = X(Yoo¥ + YY) =

(XY) 9o h+Y o XyP#Xoo Yt (XY) Y3

de termen Y¢.Xy en X¢,.Yy bederven het., Kennelijk geldt echter
(XY=YX) (¢y)=(XY=YX) ¢ Y+ (XY=YX)} ¥,

en dus is XY=YX wel weer een infinitesimale transformatie:
Deze infinitesimale transformatie heet de commutator van X en Y;

notatie: [X,Y]. We hebben bewezen:
Stelling 3. Als Xedk en Ye £ , dan ook [X,Y]e L.

Men kan onmiddellijk verifieren dat verder geldt:
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fod
Stelling 4. Als X,Y,Z2 € &, dan:
(1) de toevoeging (X,Y) + [X,Y] is bilineair;
(2) [x,Y] + [F.x] =05
(3) [, [¥,2]] + [¥,[2.500 + [2,[x,¥]] = o

(identiteit van Jacobi),

IV 4. Lie-algebra's

Zij K een lichaam (bijv. het lichaam R der re&le getallen of

het lichaam C der complexe getallen),

Definitie 1. Een n~dimensionale Lie-algebra over K is een n-dimen-

sionale lineaire ruimte L over K, waarin een Dbinaire operatie

(A,B) » [A,B] is gedefinieerd met de volgende eigenschappen:

(1) [oa, + 8A,,8] = afa,,B] + 8[A,,E];

~ [a,eBy + 8B,] = a[a,B.] + 8[A,B];
(2) [AQB] + [BQA] O;
(3) [a,[B,c]] + [B,[Cc,a]] + [Cc,[4,B]] = 0.

Stelling IV 3.3 tezamen met stelling IV 3,4 leveren ons:

Stelling 1. Zij (M,g:3 een analytische varieteit. De lineaire
ruimte OE, van alle infinitesimale transformaties op M is een reéle

Lie-algebra t.0.v. het commutatorproduct.
Andere voorbeelden van Lie-algebra's:
1. Zij M(n,R) de verzameling van alle re&le nx n matrices., Defi=

nieer matrix optelling en vermenigvuldiging met een scalar als

gewoonlijk, en zij

[A,B] = AB - BA,

Dan is M(n,R) een re8le Lie-algebra van dimensie n20

2, Zij L de verzameling van alle complexe n xn matrices met spoor

0. Wanneer optelling, scalaire vermenigvuldiging en commutator-
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product gedefinieerd worden als onder 1, dan wordt L tot een reéle

Lie-algebra van dimensie 2n2=2°

Definitie 2, Z2ij L een Lie-algebra over K, en zij McL. Dan heet M

een deelalgebra van L indien geldt:

(1) M is een deelvectorruimte van L;
(2) A,BeM=>[A,EB]& M.

M heet een ideaal indien zelfs
(3) AeM, BeL=>[A,B]eNM,

Definitie 3, Stel L, en L2 zijn Lie=algebra's over K., Een afbeel-
ding h: L

;7 L heet een homomorphisme indien geldb:

(1) hxls een llnealre afbeeldlng van de vectorruimte L1 in de

N e N e
S ™ A,

vectorruimte L2
(2) n[a,B]=[hA,hB], voor willekeurige A,BE€ Lo

Indien h bovendien 1=1 is, dan heet h een isomorphisme. Twee Lie-

algebra’s heten isomorph indien er een isomorphisme bestaat van de

ene op de andere,

Geheel als in de theorie der gewone ringen en algebra'’s kan men
aantonen dat, wanneer h: L,a -+ L2 een homomorphisme is, de kern
h_1(0) {AéEL,i h(A)=0} een ideaal is in ng en dat Lq/kern(h) en
h(Lj) isomorph zijn. De factoralgebra L/M (M ideaal in L) wordt als
gebruikelijk gedefiniéerd; evenzo directe producten etc,

Zij L een n-dimensionale Lie=algebra, en zij {X19X290009xh} een
basis voor de vectorruimte L. Dan zijn er scalairen cij

(i,5,k=1,2,000,n) zodanig dat

k
[x, X]- 2 e;5 Xpo

.,!.

Deze n3 scalairen heten de structuurconstanten van L. Zij voldoen

aan de relaties:

X ko _
(1) e5; + es; = 0 3
¢ r s r s
(2) 2 i rk + ] €5x°ri * Z'Ckicrj =03
r=1 r r

voor 1,j,k,8 = 1,2,0004n0
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Omgekeerd: als L een n-dimensionale vectorruimte is,
{X1,X290009Xn} een basis in L, en als we definieren, voor wille=-

n . n .
keurige A= Z o'X. s B= X 8. in L:

. i . i

1=1 1i=1

mEl =3 (3 7 igie. X »

k=1 i=1 j=1 1d

Mﬂ

waar de c?j scalairen zijn die voldoen aan (1) en (2), dan wordt L
tot een Lie-algebra.

Een Lie-algebra waarvan de elementen matrices zijn (alle van
dezelfde graad), die op de normale wijze opgeteld en met een scalair
vermenigvuldigd worden, terwijl het commutatorproduct gedefinieerd
wordt door: [A,B] = AB-BA, heet een lineaire Lie-algebra.

Anders gezegd: L is een re&le (complexe) lineaire Lie-algebré
indien L een deelalgebra is van M(n,R) (M(n,C)), voor zekere n.

Een hoogst belangrijke en diepe stelling, afkomstig ven I.D.ADO
(Uber die Darstellung von S, Lieschen Gruppen durch lineare Substi-
tutionen, C.R. Acad.Sci., U.RoS.S. 3(1935), 7-8; en: Predstavlenie
algebra Lie matritsami, Uspechi Mat. Nauk (N.S.) 2, 6(22), 159-173)(1947)

spreekt uit dat in zekere zin iedere eindig~-dimensionale Lie-algebra

lineair 1is:

Stelling van ADO: Iedere eindig-dimensionale Lie~algebra is isomorph

met een lineaire Lie-algebra,

IV 5. De Lie-algebra van een Lie-groep

7Zij G een Lie~groep; zij GO de samenhangende component van het
eenheidselement e van G, en zij 95 een analytische structuur op GO
die (Goggf) tot een analytische groep maskt.

Daar (GO,QZ) een analytische varieteit is, is de ruimte J; van
al zijn infinitesimale transformaties een Lie-algebra.
Deze Lie-algebra is ons echter te groot; veel belangrijker is de
deel algebra bestaande uit alle lnflnlte51male translatles°

Notatie-afspraak. Als¢ eJQ/en aeG s dan zij ¢ de functie
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0®(p) = ¢(ap);

=
¢

als U het definitiegebied is van ¢, dan is a-1 U het definitiegebied
van q:ao Als ¢eﬂb, dan ¢aeﬂé_1p 3 iohobos als ¢ € \;Qi), dan ¢pe Jgfeo

Definitie 1, Zij L ¢ f%o De infinitesimale transformatie X=(Xp)pe

G
op G_ gedefinieerd door ©°

= T.4P
X ¢ =
p¢ L¢

voor willekeurige pe'GO en ¢e\£%, heet de infinitesimale rechtstrans-

latie behorend bij L.
De verzameling van alle infinitesimale rechtstranslaties, verkre-

gen door alle L G.Eé te beschouwen, geven we aan met A(G).

Stelling 1, Iedere infinitesimale rechtstranslatie is analytisch, en

A(G) is een deelalgebra van de Lie-algebra .

Definitie 2, De Lie~algebra A(G) heet de Lie-algebra van G, (In

oudere literatuur: de infinitesimaalring van G).

Daar iedere infinitesimale rechtstranslatie X ondubbelzinnig
bepaald is door Xe & Be” terwijl omgekeerd iedere Le P’e een infini-
tesimale rechtstranslatie bepaalt, is de vectorruimte A(G) isomorph
met de vectorruimte ﬁ;; men identificeert hem dikwijls met i;o

Er volgt:
Stelling 2. A(G) heeft dezelfde dimensie als G.

i . . .
Als (x~) een kartering uit gils9 vormen de n raakvectoren

. P . N .
—ET (i=1,2,.00,n) een basis voor Jvec Indien we Jvé met A(G) iden=-
Ix~
tificeren, dan vormen 2 9000y -3; een basis voor A(G)., Men noemt
9x? 9X

"27 0 —25 s000g —3; de infinitesimale transformaties van de groep
9x 9x 9x

G in de kartering (x').

N.B. De Lie=-algebra A(G) van G is invariant met G verbonden,
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onafhankelijk van de kartering. Dit geldt niet voor de infinitesi-

male transformaties _£7’9°°°° =3; o
9x Ix

De structuurconstanten van A(CG) noemt men ook de structuurcone-

stanten van G 3 ook zij hangen af van de gekozen kartering (ze trans-

formeren als een tensor),

Er is een belangrijke alternatieve methode om de Lie-algebra
van een Lie-groep G te definieren, n.l. via de &&nledige ondergroepen

van G3 zie IV.10.

IV. 6, De Lie-algebra van de volle lineaire groep

Zij G = GL(n,C), de complexe volle lineaire groep. Wat is A(G)?
Beschouw de volgende kartering van een omgeving U van de eenheid e

in G: een willekeurige matrix uit U wordt geschreven in de vorm

+x11 x12 x13 o o o o o o x.]n

X 1+x X

21 22 23 5 © b6 B o0 o X2n

X

nl ne n3 nn

(dan heeft e de coBrdinaten (0,0,00.,0)),

Zij X€A(G). Dan is X, van de vorm

Izl a a 5
. H
3=1 1] axij

i,
de aij=aij(x) vormen een complexe nx n matrix:
A=A(X)=(aij(x) )&€M(n,C).

De toevoeging X — A(X) is lineair. Hij is ook 1-1: als A(X)=0, dan is
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X =0, dus X=0. Dus is X » A(X) een lineaire isomorphisme van A(G)
op een lineaire deelruimte van M(n,C). Daar A(G) en M(n,C) dezelfde
dimensie hebben, volgt dat A(G) wordt afgebeeld op M(n,C).

Hierbij wordt [X,Y] = XY-YX afgebeeld op A(X).A(Y)-A(Y)A(X).

Gevolg: als we in M(n,C) het commutatorproduct "normaal" definieren:
[a,B] = AB-BA,

(waardoor M{n,C) tot een Lie-algebra wordt),.dan blijkt de Lie-al-
gebra M(n,C) isomorph met de Lie-algebra van GL(n,C).
Gewoonlijk identificeert men M(n,C) met de Lie-algebra van

GL(n,C),

Op overeenkomstige wijze stelt men vast:
De Lie-algebra van GL(n,R) is M(n,R).

In een volgende paragraaf zullen we nagean wat voor Lie-algebra's
de draaiingsgroepen O(n), de unitaire groepen U(n), de Lorentz~

groep etc., bezitten,

IV.7. Locaal isomorphe groepen

De Lie~algebra A(G) van een Lie-groep G is a.h.w. de raaskruim-
te in het eenheidselement e van G, I.h.b. is A(G) volkomen bepaald
door een omgeving van e in Go
Een consequentie is dat locaal isomorphe groepen dezelfde Lie-algebra
hebben.

Definitie 1, Een locaal homomorphisme van een Lie-groep G op een

Lie=groep H is een continue afbeelding van een omgeving U van het een-
heidselement e van G op een omgeving V van het eenheidselement e' van

H, zodanig dat
h(e) = e

h(p.q) = h(p). hiq);
n(r~") = n(r)"!,
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voor alle p,q,r €U waarvoor ook p.q€U en ru"eUa
Is h 1=1, en is de omkering h=1: V + U een locaal homomorphisme

van H op G, dan heet h een locasal isomorphisme.

De groepen G en H heten locaal isomorph als er een locaal iso-

morphisme van G op H bestaat.

Voorbeelden,

1. De cirkelgroep (de additieve groep der re&le getallen modulo 1}
ofwel: de miltiplicatieve groep der complexe getallen z met | z|=1)

en de additieve groep van de reéle getallen zijn locaal isomorph.,

2. Algemener: de torusgroep ™ en de vectorgroep R zijn locaal

isomorpho

3. De volle rotatiegroep 0(3) (determinant + 1) en de speciale rota-

tiegroep S0(3) (determinant + 1) zijn locaal isbmorph; beide zijn lo-
caal isomorph met de unitaire U(2) en met de speciale uniatire groep

Su(2): zie II. 3.4. (pag. 18/19).

4 .
Eﬁ De volle Lorentzgroep Ly de orthogonale Lorentzgroep L , de eigen-
- +
lijke Lorentzgroep L+9 de naamloze Lorentzgroep L+QJL+ en de beperk-
A e . . .
te Lorentzgroep L+ ziJn alle locaal isomorph. Ieder is locaal isomorph

met de complexe unimodulaire groep SL(2,C): zie III. 2.2, (pag. 89/90).
We kondigen reeds aan:

Stelling 1. Locaal isomorphe Lie=-groepen hebben isomorphe Lie-alge-

bra’s.

Om deze uitspraak geheel zinvol te doen zijn moeten we nog defi-

nieren wat isomorphe Lie~algebra'’s zijn.

Definitie 2. Een homomorphisme van een Lie-algebra L op een Lie~al=

gebra M is een lineaire afbeelding h van L op M zodanig dat
n[X,Y]=[hx,ny]

voor willekeurige X,Yé& L,

Is h bovendien 1-1, en is v~ ook een homomorphisme (van M op L),
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dan heet h een isomorphisme van L op M.
Twee Lie=algebra’s L,M heten isomorph als er een isomorphisme van L

op M bestaat.

Definitie 3. ZEen homomorphisme h van een topologische groep G op een

topologische groep H heet een overdekkingshomomorphisme als het een

locaal isomorphisme is,

Exacter: er moet een omgeving U van de eenheid e in G bestaan zoda-
nig dat h|U een locaal isomorphisme is.
Indien er een overdekkingshomomorphisme van G op H bestaat, dan

heet G een overdekkingsgroep van H.

Voorbeelden: De vectorgroep R" is een overdekkingsgroep van de ne

dimensionale torus T", De speciale unitaire groep SU(2) is een overdek-
kingsgroep van de draaiingsgroep S0(3). De complexe unimodulaire

groep SL(2,C) is een overdekkingsgroep van L:o

Stelling 2, Als h een overdekkingshomomorphisme van G op H is, dan
is de kern van h een discrete ondergroep van G. Omgekeerd: is N een
discrete normaal=deler van G, dan is de natuurlijke homomorphie

G » G/N een overdekkingshomomorphisme,

Als de kern van h eindig is, zeg uit k elementen bestaat, dan
noemt men G wel een k-bladige overdekking van H.

Van groot belang is de volgende stelling

Stelling 3. Iedere samenhangende Lie-groep G bezit een enkelvoudig

samenhangende overdekkingsgroep., Deze is uniek, in de zin dat twee
enkelvoudig samenhangende overdekkingsgroepen van G altijd topologisch

isomorph zijno

Men noemt de enkelvoudig samenhangende overdekkingsgroep van G

meestal de universele overdekkingsgroep van G. Het volgende is n.l.

waar: als U de universele overdekkingsgroep is van G, zeg met bij=-
behorend overdekkingshomomorphisme h, en als H een willekeurige over-

dekkingsgroep is van G, zeg met overdekkingshomomorphisme h1, dan



w32

"2it H tussen U en G in": er is een overdekkingshomomorphisme h

U op H zodanig dat h,éoh2 = h,

van
2

Uit het voorgaande volgt dat een Lie-groep G en zijn universele

overdekkingsgroep dezelfde Lie-algebra bezitten.

Voorbeelden: Daar R, SU(2) en SL(2,C) enkelvoudig samenhangend zijn,

zijn zij de universele overdekkingsgroepen van resp. ™, 80(3) en L.
° En wel is SU(2) een tweebladige overdekking wvan SO(3) en SL(2,C) een

tweebladige overdekking van Lio

Stelling 4, Zij G enkelvoudig samenhangend, en zij h een locaal ho-
momorphisme van G in H; zeg h is gedefinieerd op de omgeving U van
het eenheidselement van G. Dan bestaat er een (globaal) homomorphisme
h : G>H met ﬂlU = ho

Gevolg. Stel GO en Ho zijn samenhangende topologische groepen; zij

G resp H de universele overdekkingsgroep van G, resp. H09 met bijbe=~

0
horend overdekkingshomomorphisme g resp. he

Als fo een willekeurige locaal homomorphsime van Gy in Hy is, dan
bestaat er een (globaal) homomorphisme f: G - H zodanig dat hof=f og.

f

G > H
g h
G ~ h
o £ [o]
(o]

Het belang van stelling U, tezamen met stelling 3, zal blijken

bij de bespreking van representaties van Lie-groepen.
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IV.8, Verbanden tussen Lie-groepen en hun Lie-algebra's

Zij G een Lie=groep en zij H een analytische ondergroep van G.
De Lie-algebra A G) van G konden we identificeren met de rask-
ruimte (L; in het eenheidselement e van G.
Als fe JQé(G)9 zeg f gedefinieerd op UG, dus schrijven we
£ voor fIHr) Us fe .ﬂé(H)o
Zij
M= (x€ L s X£ = 0 voor alle fe A met T = o},

Dan is M een deelalgebra van de Lie-algebra A(G). Men kan iedere
Xe M interpreteren als een raakvector e in H,

Daarbij blijkt dat iedere raakvector aan e in H verkregen wordt.
Zodoende wordt M geldentificeerd met A(H). ’

Stelling 1, Zij G een Lie-groep, H een analytische ondergroep. Dan
is de Lie~algebra A(H) van H (isomorph met) een subalgebra van de

Lie~algebra A(G) van G
De omkering van deze stelling ligt veel dieper.

Stelling 2, Zij G een Lie-groep, en zij M een deelalgebra van A(G).
Dan heeft G een analytische subgroep H zodanig dat A(H)=M., De onder-
groep H is dan en slechts dan een normaaldeler van G, indien M een

ideaal is in A(G).

We vermelden als toepassing van stelling 2 en de stelling van
Ado (zie IV.k4) het volgende:

Omkering van de derde stelling van Lie: Zij L een willekeurige ein-

dig-dimensionale Lie=algebra., Er bestaat een Lie-groep G waarvoor

A(G) isomorph is met Lo

Bewijs:

Volgens de stelling van Ado is L isomorph met een lineaire Lie=-
algebra M; zeg M is een deel-algebra van M(n). Volgens IV.6 is M(n)

(isomorph met) de Lie-algebra van GL(n). Volgens stelling 2 hierboven
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is er dus een analytische ondergroep G van GL(n) waarvoor A(G) iso=-

morph is met M, en dus met L,

Als G1 en G2 Lie-groepen zijn, dan ook het topologische directe

product G x G, (dat is nl. weer locaal-euclidisch). Er geldt:

1

Stelling 3. Als G1 en G2 Lie=groepen zijn, dan is A(G1X G2) igso~
morph met A(G1) XA(GE)O

We vermglden ook:

Stelling 4. 7Zij G een Lie-groep, H een analytische ondergroep; stel
H is een normaaldeler in G. Dan is A(G/H) isomorph met A(G)/ A (H).

In de volgende paragrasf komt het verband tussen de representa-
ties van een Lie=groep G en de representaties van zijn Lie~algebra
nog aan de orde,

Voor verdere weerspiegelingen van de structuur van G in de

algebra A(G) raadplege men de literatuur.
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IV, 9, Representaties van Lie=groepen

Stel m en W’bz zijn twee analytische varieteiten, en stel ¢
. is een analytische afbeelding van MZ! in ﬂgo Aan iedere x e
voegen we toe een afbeelding d¢  van f’x( W) in ﬁ(bx (?mz), als
volgt, Als L€ £x (m-g)? dan is (d¢x)L die rasakvector in ¢x aan

mz vaarvoor

(a2 )1)(g) = L(goo)

voor elke gsvgféx(m% Men ziet eenvoudig dat (dtbx)L inderdaad een
raakvector is. . ‘

Zij nu ¢ i.h.l. een analytische afbeelding van een Lie-groep G
in een Lie-groep H. Dan induceert o s ﬁe(G)-iv Ee“(H) op natuurlijke
wijze een afbeelding d%: A(G) » A(H): als X € A(G), dan zij (d®)X de

infinitesimale rechtstranslatie X' in H met
7 =
X (c1<1>e)xe

De afbeelding d%, die kennelijk een lineaire afbeelding is van A(G)

in A(H), heet de infinitesimale afbeelding behorend bij ¢,

Stelling 1. Zij ¢: G + H een analytisch homomorphisme van een Lie-

~ groep G in een Lie-groep Ho Voor iedere X € A(G) en iedere pe G
geldt:

((d¢)X)¢p = (dcpp)xp°

Bewijs
Zij he .)%P(H)o We merken eerst op dat

h‘I>p od = (hod?)po
Bijgevolg is

(’(d;pp)xp)h = X (ho8)=X (n 00)P = xe-(h“’P 0d) =

= ((as )x )0’ = ((a0)X)_ b
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Gebruik makend van stelling 1 bewijst men dat ingeval ®: G + H een

analytisch homomorphisme is, ook

(as) [x,Y] = [(de)x, (dae)Y],
voor alle X, Y€ A(G)., Moaowo

Stelling 2. Zij ¢: G > H een analytisch homomorphisme van een Lie=
groep G in een Lie-groep H. Dan is d® een homomorphisme van A(G) in
A(H). ‘

Bewijs
Voor willekeurige X& A(G) en willekeurige he \A'(H) geldt, indien

X' = (49)X:

(X'h) 0o ¢ = X(h 0 9),
Immers, z1ij pe G; dan is
(X*h o ®)(p) = (X*h)(®p) = ((d@)x)%h =
= (d@P)XPh = Xp(ho )= (X(hot))(p).

Stel nu X,Y& A(G)3 zij X' = (d®)X en Y' = (d®)Y. Als he H(H), dan is

(X*Y'h) o o= X{(Y¥Y'hod) = X(Y(hod))

en bijgevolg

(X*s¥]h)oe= [X,¥](hoe) = ((do)[X,Y]h) o & .

Hieruit volgt dat inderdaad [(de),X, (de)Y] = (de¢)[X,Y¥].

Ieder analytisch homomorphisme tussen Lie-groepen bepaalt zo
een (infinitesimaal) homomorphisme tussen de bijbehorende Lie-alge~
bra’s, I.h.b., hoort bij iedere (analytische) representatie van een
Lie-groep G een "infinitesimale representatie" van de Lie-algebra A(G).

Het omgekeerde is niet helemaal waar. Wel geldt:

Stelling 3. Stel G en H zijn Lie-groepen. Zij ¢ een homomorphisme
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van A(G) in A(H) dan bestaat er een analytisch locaal homomorphisme
®:G + H zodanig dat ¢=dd,

Het bewijs van deze stelling laten we achterwege.
Aangezien ieder locaal homomorphisme van een enkelvoudig samenhangen-
de groep G in een groep H kan worden voortgezet tot een globaal homo-

morphisme (IV, 7, stelling 4), concluderen wes

Stelling 4. - Stel G en H zijn Lie-groepen, en zij G enkelvoudig sa=-
menhangend, Als ¢3 A(G) » A(H) een willekeurig homomorphisme is, dan

is er een analytisch homomorphisme $:G + H met d® = ¢,

Gevolgs Er is een 1-1 correspondentie tussen alle (infinitesimale)
representaties van de Lie-algebra A(G) van een samenhangende Lie-
groep G, en alle analytische representaties van de universele over-
dekkingsgroep van G, I.hob. is er een 1=1 correspondentie tussen alle
tweewaardige representaties van de Lorentz-—groep Li en al zijn infi-

nitesimale representaties,

Een belangrijke representatie van een Lie-groep G is de zoge=

naamde geadjungeerde representatie,

Als peG, dan zi] pp het inwendige automorphisme

=
p

van G (x een willekeurig element van G). De afbeelding p - pp is een
homomorphie van G in de groep A{G) van alle analytische automorphis-
men van G, Elk analytisch automorphisme o& A(G) bepaalt op zijn
beurt een automorphisme do van A(G). De afbeelding do is i.h.b. een
lineaire transformatie van de eindig-dimensionale vectorruimte A(G)
in zichzelf,

Men controleert gemakkelijk dat de toevoeging p -+ dpp een homo-
morphie is van G in de (multiplicative) groep van alle automorphismen
van (G)o. M.a.Ww. , p =+ dpp is een n-dimensionale representatie van G

(waar n = dim G), de zog. geadjungeerde representatie van G.

De bijbehorende infinitesimale representatie van A(G) wordt de



=138=

geadjungeerde representatie van A(G) genoemd en wordt sangegeven

met ad. Men ziet eenvoudig dat
(ad X)(Y) = [X,Y]

voor alle X,Y € A(G).

IV, 10. Eenledige ondergroepen, Kanonieke co8rdinaten., De exponen-

tiele afbeelding,

Zij G een Lie-groep, en zij X & A(G), X#0. Daar [X,X]=0 is de een~
dimensionale deelruimte Ao van A{G) opgespannen door X een deelalge-
bra van A(X). Bijgevolg (IV.8., stelling 2) is er een i1~dimensionale
ondergroep H van G met Ao als Lie-algebra,

We kunnen dit ook als volgt inzien. Zij R de enkelvoudig samen-
hangende Lie~groep van alle re8le getallen (additief); dan is A(R)=R
(vgl. IV.6), Nu is de afbeelding t + tX een homomorphisme van A(R) in
A(G) 3 uitsIV.9, stelling 8 volgt dat er een analytische homomorphism
van R in G bestaat., I.e. er is een analytische afbeelding h:R + G

met
() h(t,+t,) = hit In(t,)
voor elle ‘redle t. & R. Dan is H={h(t): t& R} een 1-dimensionale onder-

groep van G, met A(H) = Aoo Dikwijls noemt men de afbeelding h zelf

een "eenledige ondergroep”,

Men verifieert onmiddellijk dat de toevceging

d
£ f(h(t))Jt:o

(fEuQ(G)) een raskvector aan H in e definieert. Daar A(H) = Ao volgt

E? = COnSto Xeo

Door in (%) de parameter met een constante te vermenigvuldigen kan men

bereiken dat het verband tussen Ao en h gelegd wordt door
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x =Ly @ 8
e dt .o, dt _|t=0 3t

Als fe "'Qe(G) , dan is nu

(x£) (e) = X _(£) = Ml};} teo °

dt
Zij nu p een willekeurig punt uit het definitiegebied van f. Volgens
definitie is .
= = P
(x£)(p) X £ = X
Zij (xl) een toegelaten kartering in een omgeving van e; gemakshalve

stellen we dat e1=e2=ooo=en=0° Zij voorts ¢ de product=functie in

deze kartering:'¢=(¢l)?=3» met

i, 1 2 n 1.2 n i
0 (X 3% j0009X 5 T oF povosy )=(Xo¥) o
i

i
Ter afkorting schrijven we A3 voor dtJt=O* en wj(x) joor
i, 1 9 2
v (x ,xz,ooo,xn) = 2 (2 0,0,000,0).
J 3y
Dan is ,
() (p) = X2 = Plnle)) |,y =
= == £(p.h(t)) ]y c ¥3(p)e A,
dat ° t= 0 °
i=1 j=1 Bx

Bijgevolg kunnen we schrijvens

T i ?
x= ) Awi(x)»-?o
i,5=1 9x

Op deze wijze hebben we laten zien hoe een willekeurige infinitesi-
male rechtstranslatie X in verband staat met de bijbehorende raakvector
n .
X, = 1 Al-—q-i-o
i=1 ax !
Als we nu voor f een van de coSrdinaat-functies nemen:

f(x19x2,ooogxn) = xk, dan vinden we:
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k n
dh(t) _ E

1k
- A s (n(e)s

(3e¢)
i=1

Bij een systematische opbouw van de theorie werkt men juist in tegen-
gestelde richting: men bewijst stelling IV.8.2 door eerst het speciale

geval van een 1-dimensionale deelalgebra van A(G) te beschouwen, zeg

voortgebracht door X, met

a 1 0
Xe= 2 A “‘""_i' 3
i=1 9x

Men bewijst dan dat het stelsel differentiaalvergelijkingen (), met

randvoorwaarde

hk(o) =0
voor iedere keuze van A1,A2900091n een oplossing heeft, en dat deze
oplossing altijd voldoet aan (),

Zij nogmaals h(t) een &&nledige ondergroep van G, met bijbeho-

rende analytische rechtstranslatie X. Zij:feﬁle(G)9 en zij

F(t) = £(h(t)) = £(h'(£),52(8) 4000 ,h2(2) )

Aangezien F een analytische functie is in t, kunnen we ontwikkelen

in een Taylor-reeks:

, 2
P(t)= F(o) + tF' (o) + :Eé- F'(0) + oo

Dit levert:

2
f(n(t)) = £(e) + t(Xf)e + %’" (ng)ehoo
= (etxf) o

e
Daar een infinitesimale rechtstranslatie links-invariant is, volgt voor

willekeurige p in het definitiegebied van f:

fP(n(t)) = (e¥£P)(e) = (e*%5)P(e)=
(etX

£)(p);
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dus
£(x.h(t)) = (e (x).

Als pg G, dan schrijven we ™ voor de (globale) rechtstranslatie

over p in G:

T X = X °
p() P

Dan kunnen we het bovenstaande ook in de volgende vorm schrijven:

t.X . _
e f=fo Th(t)
en speciaal

Xo =
ef‘"fofh(‘])a

Men schrijft nu dikwijls exp(X) (en ook wel eX) voor het element
h(1) van G; de afbeelding X - exp(X) van A(G) in G heet de exponen=-

tiele afbeelding (om de definitie te voltooien stellen we:

exp(0) = e),
Uit het voorgaande volgt onmiddellijk,

exp (s+t)X = exp(sX). exp(tX)
exp(=X) = (exp X)mjo

Aangezien de Lie-algebra A(G) van een Lie-groep G een eindig-
dimensionale vectorruimte is, kan op natuurlijke wijze een analytische
structuur op A(G) worden ingevoerd: neem een basis (X19X2,°°°9Xn) in
AG)
schrijf een willekeurige X& A(G) in de vorm

en kies X »> (a1,a ,ooosan) als (globale) kartering voor A(G).

2
Het volgende blijkt nu te geldens

Stelling 1. De afbeelding X » exp X is een analytische afbeelding van
A(G) op G. Zelfs is er een open omgeving U van O in A(G) die door

exp 1=1=duidig op een open omgeving V van e in G wordt afgebeeld op
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zodanige wijze dat de omkeerfunctie V - U ook analytisch is.

Een gevolgtrekking uit deze stelling is dat een hele omgeving
van het eenheidselement in G (nl. V) wordt opgevuld door de &énle=-
dige ondergroepen van G, Dit feit speelt een belangrijke rol bij
het onderzoek van de structuur van Lie-groepen.

Daar A(G) analytisch isomorph is met de euclidische ruimte R™
(n=dim G), kan men de analytisch omkeerbare analytische afbeelding
exp|U:U + V interpreteren als een kartering van de omgeving V van e,
Deze kartering heeft de zeer aangename bijzondere eigenschap dat ten
opzichte ervan de eenledige ondergroepen van G er uitzien als rechte

lijnen: binnen V zijn de eenledige ondergroepen h(t) van de vorm
h(t) = (a10t9 a2ct,ooo,anot),

1.2 n g o . s
waar (a 4,87 ;0.00,a ) de co8rdinaten van een zeker vast punt in V zijn.

Een kartering met deze eigenschap heet een kanoniek co8rdinatenstelsel

van de eerste soort. Voor de draaiingsgroep SO(3) is een kanonieke

codrdinatenstelsel van de eerste soort expliciet opgesteld in II.3.2:
de parametrisering A, '

Een kanoniek codrdinatenstelsel van de tweede soort is een kar-

tering (xl) van een omgeving W van e in G met de volgende eigenschap:
er zijn n eenledige ondergroepen h19h290009hn van G zodanig dat voor

willekeurige x €W geldt:
- 1 2 n
X = h1(x )o h2(x )o [ -] ohn(x )o
Dat een dergelijk coBrdinatenstelsel altijd bestaat kan men gemakke-

lijk afleiden uit stelling 1; men beschouwe daartoe de analytische

afbeelding van A(G) in G, gedefinieerd door

X= a1X1 + a2X2+ooo+aan >

+ (exp a&X1)o(exp a2X2)o voo of{€Xp aan)

(waar (X1,X2,°°°,Xn) een basis is voor A(G))3; het blijkt dat deze af-

beelding 1=1=duidig en analytisch omkeerbaar is op een voldoend kleine
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omgeving van 0 in A{G). Voor hi kan dan de eenledige ondergroep
t > exp(tXi) genomen worden (i=1,2,000,n)0

Voor de draaiingsgroep SO(3) is een kanoniek co8rdinatenstelsel
van de tweede soort opgesteld in II.3.2.B (de parametefvoorstélling
van'Euler)o Voor de beperkte Lorentz groep Li wordt een "natuurlijk"
kancniek co8rdinatenstelsel van de tweede soort behandeld in I.M.
CEL'FAND -~ R.A, MINLOS - Z.Ya. SHAPIRO, Representations of the rotation
and Lorentz groups and their applications, Part II, Chapter I, Section 2,
§1, De corresponderende basis voor A(G) is de basis behandeld is dit

colloquium, ITI. 2.3,

IV, 11, De Lie-algebra's van een aantal lineaire Lie=groepen

We zagen in IV.6 dat de Lie-algebra van de volle lineaire groep
GL{n,C) gefdentificeerd kan worden met de matrix-algebra M(n,C).

Zoals bekend kan men voor iedere A&M(n,C) definieren

2 3
eA=I+A+%’+%2"+ coo 3
als AB = BA, dan is
A B A+B

e & = e

en i.h.b. geldt
sA tA _ (s+t)A
e .e = e o

Blijkbaar is dus t - et® een €énledige ondergroep in GL(n,C).
Daar voorts

d tA tA
- e = fe

is A de infinitesimale transformatie corresponderend met deze eenle=
dige ondergroep. De exponentiele afbeelding exp uit IV.10 valt dus
samen met de afbeelding A » er

I.h.b, is er een omgeving U van de nulmatrix in M(n,C) die door
A~ eA topologisch wordt afgebeeld op een omgeving van I in GL(n,C)

(men kan dit overigens vlot direct aantonen).
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Definitie 1., De ondergroep van GL(n,C), bestaande uit alle

reé€le matrices geven we aan met GL(n,R)s
unimodulaire matrices vtemoonom SL(n,C)3
unitaire matrices rtoomwonom U(n)
orthogonale matrices rtowo onmou 0(n,C) 3

voorts schrijven we

SL(n,R) voor GL(n,R)n SL(n,C);
0(n) " GL(n,R) 0 0(n,C) ;
su(n) ' " U(n)n SL(n,C)
80(n) " 0(n) ASL{n,C); .

Definitie 2, De deelalgebra van de Lie-algebra M(n,C), bestaande

uit alle

reéle matrices geven we aan met M(n,R);

matrices met spoor O noomroomom gM(n,C)s
scheef-hermitische matrices toononon MSh(n) 3
scheef-symmetrische matrices " " " " M°3(n.c),

Voorts schrijven we

SM(n,R) voor SM(n,C)a M(n,R);

M°%(n,R) " M°%(n,C)0 M(n,R);
suB(n) " sM(n,C)n M°%(n) ;
MSh(n,R) " M(n,R)r)MSh(n,C);
SM°%(n) " SM(n,C)n M*%(n,R).

Het is bekend dat, voor willekeurige nx n-matrices A,

det (eA) - espoor Ao

Zij nu U een omgeving van de nulmatrix in M(n,C) zodanig dat de af-
beelding A - eA U topologisch afbeeldt op een omgeving van de een=-

heidsmatrix I in GL(n,C), en bovendien zodanig dat

|spoor A] < 27 voor alle Ae Uj

AgU== ACU, reu, Tev.
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Dan ziet men eenvoudig dat de exponentiele afbeelding de verzame-
lingen SM(n,C)n U, M*2(n)a U, sv°*(n)a U, M(a,R)AU, SM(n,R)n U,
MSh(ngR)n U, SMSh(nBR)n U,M°%(n) A U respectievelijk topologisch
(zelfs analytisch, met analytische omkering) afbeeldt op omgevingen
van I in de groepen SL(n,C), U(n), SU(n), GL(n,R), SL(n,R), O(ﬁ)9
s0(n), 0(n,C). ’

Hieruit concludeert men tot de volgende correspondentie tussen
klassieke lineaire groepen en Lie-algebra’s (volledigheidshalve geven

we ook de dimensies aan):

Lineaire groep Lie~algebra dimensie
¢L(n,C) M(n,C) 2n°
GL({n,R) M{n,R) n?
SL{n,C) SM(n,C) ' on®.2
SL(n,R) SM{n,R) n2-1

U(n) MSh(n) n2
SU(n) sM%8(n) n2-1
0(n,C) M°%(n,C) n(n-1)

0(n) M*%(n,R) in(n-1)
s0(n) sM°%(n) in(n=1)

Voor de Lie=algebra van Li verwijzen we naar III.2.3.

Tot de klassieke groepen behoren ook de zog. symplectische

groepen.

Definitie 3. De symplectische groep Sp(n) is de groep van alle auto-

morphiéen van de n-dimensionale lineaire ruimte over het lichaam der

quaternionen die de volgende quadratische vorm invariant laten:

Xy = ;ﬂoy_3 + i20y2 Fooot §;oyn
(als q een quaternion is, g=a+bi+cj+dk, dan is gq=a-bi-cj=dk).

Ieder quaternion g=a+bi+cj+dk kan worden geschreven in de vorm

q = a*bitjle+di) = q,+jq,
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waar we q, en q, kunnen beschouwen als complexe getallen. Op deze
wijze kan Qn'in 1=1=correspondentie worden gebracht met 02n Op 20~
danige wijze dat Sp(n) isomorph wordt ingebed in GL(2n,C), nl. als
de ondergroep van GL(2n,C) bestaande uit alle unitaire matrices die

de bilineaire vorm

.)

n
X (xiyi+n = Xin i

i=1
invariant laten.
Derhalve is Sp(n), als gesloten ondergroep van GL(2n,C), een
Lie-groep.

De complexe symplectische groep Sp(n,C) is per definitie de

ondergroep van GL(2n,C) bestaande uit alle matrices die de quadra-

tische vorm
n

121 (%3¥i4n = Xjan¥s)

invariant laten (zodoende is Sp(n) = Sp(n,C)n U(2n)).
Er geldt:

1l

dim Sp(n,C) = 2(2n%+n),

2n2+n°

dim Sp(n)
De Lie-algebra van Sp(n,C) is de deelalgebra van M(2n,C) bestaande
uit alle matrices X waarvoor

JX + X3 =0,

met




